






APRESENTAÇÃO
O curso de matemática para o Ensino de Pedagogia tem como objetivo capacitar e atender as necessidades de conhecimentos e atualizações dos profissionais e de graduando, proporcionando maior agilidade na tomada de decisão. Além de permitir ao profissional maior capacitação para o competitivo mercado de trabalho.

Portanto prepare-se, já estamos no século XXI, e o mundo não acabou, pelo contrário, estamos mais vivos do que nunca. Entramos na era do “saber”: saber fazer a diferença, aprender a fazer coisas novas, desaprender as velhas e reaprender novamente.

Os exemplos estão de forma de facilitar a compreensão dos conceitos e dos exercícios propostos, para que o treinamento possa fixar e aplicar, os conceitos apresentados em novas situações.

Esperamos que este trabalho responda às expectativas e agradecemos qualquer sugestão que possa contribuir para o seu aperfeiçoamento didático.

Para seu melhor aproveitamento e do grupo, procure:

· Ser pontual;

· Participar ativamente;

· Ouvir atentamente e falar no momento oportuno;

· Evitar conversas paralelas;

· Esclarecer suas dúvidas aqui e agora;

· Executar com entusiasmo as tarefas solicitadas;

· Alimentar-se e repousar adequadamente;

· Não ausentar-se do local durante as aulas;

· Acatar as orientações da coordenação do curso;

·  Responder criteriosamente as avaliações aplicadas;

·  Respeitar e colaborar com a segurança;

· Zelar e utilizar racionalmente os materiais a você disponibilizados.

“Você é o agente principal de seu

Desenvolvimento”.

Nada, nem ninguém poderá ensiná-lo,

se você não quiser aprender.
Como Estudar Matemática?

O estudante que se prepara para um teste tem de dominar as ferramentas básicas da Matemática, que vai usar sempre. É imprescindível saber resolver equações, saber fatorar, por exemplo, expressões algébricas, saber operar com números, saber trabalhar com decimais, saber porcentagem.


Na preparação para os exames, ao longo do ano, o estudante não deve deixar assuntos acumulados, sem compreendê-los, até porque certos assuntos são necessários para avançar em outros. Por exemplo, se não souber fatorar direito, não dominará equações algébricas.


Como enfrentar todos os assuntos durante o ano? Cada pessoa tem o seu método de estudar, mas uma coisa não dá para deixar de lado: o esforço. O estudante precisa usar todos os recursos possíveis. Tem de estudar teoria, aprender conceitos, entender os exemplos que são dados e estudar sempre escrevendo. Matemática não dá para estudar só lendo. O estudante tem de procurar entender a teoria escrevendo, reformulando, redimensionando, fazendo esquemas e rascunhos, e depois enfrentando os exercícios um por um.

Quando se fala em exercícios, não é simplesmente ficar repetindo exercícios padronizados. O fundamental é enfrentar problemas que exijam não só memorização, mas também estratégia, metodologia, criatividade. É importante que no elenco de exercícios haja alguns de fixação, que é exatamente para fixar conceitos, e outros que peçam múltiplas estratégias.


Um conselho: não se deve ficar um período inteiro tentando resolver um exercício que não sai. É contraproducente. Perdeu mais de 10, 15 minutos num exercício, põe de lado e registra: "não sei fazer este". Depois tenta de novo. Se ainda aí não conseguir resolver, deve pedir ajuda ao professor, ao plantonista ou a um colega. O pedido de ajuda não significa esperar que a outra pessoa resolva o exercício, acompanhando o que foi feito e no final dizer: "ah, entendi". Em Matemática não adianta achar que entendeu porque viu e pensou que estava tudo claro. Se não dominar o conceito, tentando acertar por seus próprios meios, não dominará as técnicas e não conseguirá resolver. O pedido de ajuda correto deve ser no sentido de a outra pessoa dar dicas, orientação para resolver a questão – e não buscar a resposta pronta e desenvolvida.
A Importância da Matemática

A matemática é uma disciplina importante no curso, porque faz parte de todo o patrimônio cognitivo da Humanidade. O ensino matemático pode contribuir até com uma formação humanística; enriquecedor do conhecimento intelectual; utiliza-se do pensamento lógico, demonstrativo, intuitivo, criativo, de imaginação e de raciocínio, características essenciais de todo ser humano. De uma maneira geral, o profissional de Pedagogia pode equacionar e seguir os passos na solução de um problema por meio da Matemática que consiste nas seguintes fases: 
Problema Real => Modelagem => Modelo Matemático => Resolução => Solução

	Matemática para o Ensino de Pedagogia: Números Naturais: Primeira parte

	· Introdução aos números Naturais 

· A construção dos Números Naturais 

· Igualdade e Desigualdades 

· Operações com Números Naturais 

· Adição de Números naturais 

· Propriedades da Adição 

· Curiosidade: Tabela de adição 

· Multiplicação de Números Naturais 
	· Propriedades da multiplicação 

· Propriedade Distributiva 

· Divisão de Números Naturais 

· Potenciação de Nos. Naturais 

· Propriedades da Potenciação 

· Números grandes 

· Exercícios 


Introdução aos Números Naturais


O conjunto dos números naturais é representado pela letra maiúscula N e estes números são construídos com os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, que também são conhecidos como algarismos indo-arábicos. No século VII, os árabes invadiram a Índia, difundindo o seu sistema numérico.

Embora o zero não seja um número natural no sentido que tenha sido proveniente de objetos de contagens naturais, iremos considerá-lo como um número natural uma vez que ele tem as mesmas propriedades algébricas que os números naturais. Na verdade, o zero foi criado pelos hindus na montagem do sistema posicional de numeração para suprir a deficiência de algo nulo. Para saber mais, clique nos links: Notas históricas sobre o zero ou Notação Posicional. Caso queira se aprofundar no assunto, veja o belíssimo livro: "História Universal dos Algarismos, Tomos I e II, Editora Nova Fronteira, 1998 e 1999", de Georges Ifrah.


Na seqüência consideraremos que os naturais têm início com o número zero e escreveremos este conjunto como:

N = { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...}

Representaremos o conjunto dos números naturais com a letra N. As reticências (três pontos) indicam que este conjunto não tem fim. N é um conjunto com infinitos números.

Excluindo o zero do conjunto dos números naturais, o conjunto será representado por:

N* = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ...}

A construção dos Números Naturais

Todo número natural dado tem um sucessor (número que vem depois do número dado), considerando também o zero.

Exemplos: Seja m um número natural.

(a) O sucessor de m é m+1. 
(b) O sucessor de 0 é 1.

(c) O sucessor de 1 é 2.

Se um número natural é sucessor de outro, então os dois números juntos são chamados números consecutivos.

Exemplos:

(a) 1 e 2 são números consecutivos.

(b) 5 e 6 são números consecutivos.

(c) 50 e 51 são números consecutivos.

Vários números formam uma coleção de números naturais consecutivos se o segundo é sucessor do primeiro, o terceiro é sucessor do segundo, o quarto é sucessor do terceiro e assim sucessivamente.

Exemplos:

(a) 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 são consecutivos.

(b) 5, 6 e 7 são consecutivos.

(c) 50, 51, 52 e 53 são consecutivos.

Todo número natural dado n, exceto o zero, tem um antecessor (número que vem antes do número dado).

Exemplos: Se m é um número natural finito diferente de zero.

(a) O antecessor do número m é m-1.

(b) O antecessor de 2 é 1.

(c) O antecessor de 56 é 55.

O conjunto abaixo é conhecido como o conjunto dos números naturais pares. Embora uma seqüência real seja um outro objeto matemático denominado função, algumas vezes utilizaremos a denominação seqüência dos números naturais pares para representar o conjunto dos números naturais pares: P = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ...}
O conjunto abaixo é conhecido como o conjunto dos números naturais ímpares, às vezes também chamado, a seqüência dos números ímpares. I = { 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, ...}
Igualdade e Desigualdades

Diremos que um conjunto A é igual a um conjunto B se, e somente se, o conjunto A está contido no conjunto B e o conjunto B está contido no conjunto A. Quando a condição acima for satisfeita, escreveremos A=B (lê-se: A é igual a B) e quando não for satisfeita denotaremos tal fato por: A ≠ B lê-se: A é diferente de B). Na definição de igualdade de conjuntos, vemos que não é importante a ordem dos elementos no conjunto.

Exemplo com igualdade: No desenho, em anexo, observamos que os elementos do conjunto A são os mesmos elementos do conjunto B. Neste caso, A=B.
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Consideraremos agora uma situação em que os elementos dos conjuntos A e B serão distintos.

Sejam A={a,b,c,d} e B={1,2,3,d}. Nem todos os elementos do conjunto A estão no conjunto B e nem todos os elementos do conjunto B estão no conjunto A. Também não podemos afirmar que um conjunto é maior do que o outro conjunto. Neste caso, afirmamos que o conjunto A é diferente do conjunto B.

Exercício: Há um espaço em branco entre dois números em cada linha. Qual é o sinal apropriado que deve ser posto neste espaço: <, > ou =?

	159
	
	170

	852
	
	321

	587
	
	587


Exercício: Representar analiticamente cada conjunto, isto é, através de alguma propriedade e depois por extensão, apresentando os elementos:

1. Conjunto N dos números Naturais

2. Conjunto P dos números Naturais Pares

3. Conjunto I dos números Naturais Ímpares

4. Conjunto E dos números Naturais menores que 16

5. Conjunto L dos números Naturais maiores que 11

6. Conjunto R dos números Naturais maiores ou iguais a 28

7. Conjunto C dos números Naturais que estão entre 6 e 10

Operações com Números Naturais

Na seqüência, estudaremos as duas principais operações possíveis no conjunto dos números naturais. Praticamente, toda a Matemática é construída a partir dessas duas operações: adição e multiplicação.

A adição de números naturais

A primeira operação fundamental da Aritmética, tem por finalidade reunir em um só número, todas as unidades de dois ou mais números. Antes de surgir os algarismos indo-arábicos, as adições podiam ser realizadas por meio de tábuas de calcular, com o auxílio de pedras ou por meio de ábacos.
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Propriedades da Adição

Fechamento: A adição no conjunto dos números naturais é fechada, pois a soma de dois números naturais é ainda um número natural. O fato que a operação de adição é fechada em N é conhecido na literatura do assunto como: A adição é uma lei de composição interna no conjunto N.
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Associativa: A adição no conjunto dos números naturais é associativa, pois na adição de três ou mais parcelas de números naturais quaisquer é possível associar as parcelas de quaisquer modos, ou seja, com três números naturais, somando o primeiro com o segundo e ao resultado obtido somarmos um terceiro, obteremos um resultado que é igual à soma do primeiro com a soma do segundo e o terceiro.
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Elemento neutro: No conjunto dos números naturais, existe o elemento neutro que é o zero, pois tomando um número natural qualquer e somando com o elemento neutro (zero), o resultado será o próprio número natural.
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Comutativa: No conjunto dos números naturais, a adição é comutativa, pois a ordem das parcelas não altera a soma, ou seja, somando a primeira parcela com a segunda parcela, teremos o mesmo resultado que se somando a segunda parcela com a primeira parcela.
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Curiosidade: Tabela de adição


Para somar dois números, com a tabela, um em uma linha e outro em uma coluna, basta fixar um número na 1a. coluna e um segundo número na 1a. linha. Na interseção da linha e coluna fixadas, obtemos a soma dos números.

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19

	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21


Por exemplo, se tomarmos o número 7 na linha horizontal e o número 6 na linha vertical, obteremos a soma 13 que está no cruzamento da linha do 7 com a coluna do 6.

Multiplicação de Números Naturais

É a operação que tem por finalidade adicionar o primeiro número denominado multiplicando ou parcela, tantas vezes quantas são as unidades do segundo número denominado multiplicador.

Exemplo: 4 vezes 9 é somar o número 9 quatro vezes:

4 x 9 = 9 + 9 + 9 + 9 = 36

O resultado da multiplicação é denominado produto e os números dados que geraram o produto, são chamados fatores. Usamos o sinal × ou · ou x, para representar a multiplicação.

Propriedades da multiplicação

Fechamento: A multiplicação é fechada no conjunto N dos números naturais, pois realizando o produto de dois ou mais númros naturais, o resultado estará em N. O fato que a operação de multiplicação é fechada em N é conhecido na literatura do assunto como: A multiplicação é uma lei de composição interna no conjunto N.
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Associativa: Na multiplicação, podemos associar 3 ou mais fatores de modos diferentes, pois se multiplicarmos o primeiro fator com o segundo e depois multiplicarmos por um terceiro número natural, teremos o mesmo resultado que multiplicar o terceiro pelo produto do primeiro pelo segundo.
(m.n).p = m.(n.p) (3.4).5 = 3.(4.5) = 60

Elemento Neutro: No conjunto dos números naturais existe um elemento neutro para a multiplicação que é o 1.. Qualquer que seja o número natural n, tem-se que:
1.n = n.1 = n1.7 = 7.1 = 7

Comutativa: Quando multiplicamos dois números naturais quaisquer, a ordem dos fatores não altera o produto, ou seja, multiplicando o primeiro elemento pelo segundo elemento teremos o mesmo resultado que multiplicando o segundo elemento pelo primeiro elemento.
m.n = n.m
3.4 = 4.3 = 12

Propriedade Distributiva

Multiplicando um número natural pela soma de dois números naturais, é o mesmo que multiplicar o fator, por cada uma das parcelas e a seguir adicionar os resultados obtidos.
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m.(p+q) = m.p + m.q

6x(5+3) = 6x5 + 6x3 = 30 + 18 = 48

Divisão de Números Naturais

Dados dois números naturais, às vezes necessitamos saber quantas vezes o segundo está contido no primeiro. O primeiro número que é o maior é denominado dividendo e o outro número que é menor é o divisor. O resultado da divisão é chamado quociente. Se multiplicarmos o divisor pelo quociente obteremos o dividendo.

No conjunto dos números naturais, a divisão não é fechada, pois nem sempre é possível dividir um número natural por outro número natural e na ocorrência disto a divisão não é exata.

Relações essenciais numa divisão de números naturais

Em uma divisão exata de números naturais, o divisor deve ser menor do que o dividendo. 35 : 7 = 5 Em uma divisão exata de números naturais, o dividendo é o produto do divisor pelo quociente. 35 = 5 x 7

A divisão de um número natural n por zero não é possível pois, se admitíssemos que o quociente fosse q, então poderíamos escrever: n ÷ 0 = q e isto significaria que: n = 0 x q = 0 o que não é correto! Assim, a divisão de n por 0 não tem sentido ou ainda é dita impossível.

Potenciação de Números Naturais

Para dois números naturais m e n, a expressão m.n é um produto de n fatores iguais ao número m, ou seja:  m.n = m . m . m ... m . m.m aparece n vezes

O número que se repete como fator é denominado base que neste caso é m. O número de vezes que a base se repete é denominado expoente que neste caso é n. O resultado é denominado potência.

Esta operação não passa de uma multiplicação com fatores iguais, como por exemplo: 23 = 2 × 2 × 2 = 8 e 43 = 4 × 4 × 4 = 64

Propriedades da Potenciação

· Uma potência cuja base é igual a 1 e o expoente natural é n, denotada por 1n, será sempre igual a 1.

Exemplos:

1n = 1×1×...×1 (n vezes) = 1

13 = 1×1×1 = 1

17 = 1×1×1×1×1×1×1 = 1

· Se n é um número natural não nulo, então temos que no=1. Por exemplo:

(a) nº = 1

(b) 5º = 1

(c) 49º = 1

A potência zero elevado a zero, denotada por 00, é carente de sentido no contexto do Ensino Fundamental. O visitante que necessitar aprofundamento neste assunto, deve visitar nosso link Zero elevado a zero?

· Qualquer que seja a potência em que a base é o número natural n e o expoente é igual a 1, denotada por n1, é igual ao próprio n. Por exemplo:

(a) n¹ = n

(b) 5¹ = 5

(c) 64¹ = 64

· Toda potência 10n é o número formado pelo algarismo 1 seguido de n zeros.

Exemplos:

103 = 1000

108 = 100.000.000

100 = 1

Números grandes

No livro "Matemática e Imaginação", o matemático americano Edward Kasner apresentou um número denominado googol que pode ser representado por 1 seguido de 100 zeros.

1 Googol = 10100
Ele pensou que este era um número superior a qualquer coisa que passasse pela mente humana sendo maior do que qualquer coisa que pode ser posta na forma de palavras. Um googol é um pouco maior do que o número total de partículas elementares conhecidas no universo, algo da ordem de 1080. Se o espaço com estas partículas fosse comprimido de uma forma sólida com neutrons, este ficaria com algo em torno de 10128 partículas.

Outro matemático criou então o googolplex e o definiu como 10 elevado ao googol.

1 Googolplex = 10googol
Exercícios

1. Na figura abaixo, insira os números 1, 2, 3, 4, 5 e 6 nos círculos, de tal modo que a soma de cada lado seja sempre igual a 10.
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2. Um gavião viu um grupo de pombos, chegou perto deles e disse:

- Olá minhas 100 pombinhas. 

Uma delas respondeu:

- Não somos 100 não meu caro gavião, seremos 100, nós, mais dois tantos de nós e mais você meu caro gavião. 

Quantos pombos há neste grupo?

3. Três homens querem atravessar um rio. O barco que eles possuem suporta no máximo 150 kg. Um deles pesa 50 kg, o segundo pesa 75 kg e o terceiro pesa 120 kg. Qual será o processo para eles atravessarem o rio sem afundar?

4. Forme um quadrado mágico com os números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 tal que, a soma dos números de qualquer linha, qualquer coluna ou qualquer diagonal deverá ser sempre igual a 15.

5. Seu Nestor é muito distraído. Ele precisa adicionar 5398 com 251, mas ao digitar os números numa calculadora cometeu um engano, digitou 152 em vez de 251. Seu Nestor encontrou um resultado menor ou maior do que o esperado? De quanto foi a diferença?

6. De acordo com um guia rodoviário, a distância entre as cidades de São Paulo e Rio de Janeiro é pela Via Dutra pé de 429 quilômetros. A divisa entre os dois estados dista 238 quilômetros da cidade de são Paulo. Qual é a distancia entre a divisa e a cidade do Rio de Janeiro? 

7. Hidrômetro é um aparelho que marca o consumo de água em metros cúbicos. A leitura de um hidrômetro, feita em janeiro, indicava um  consumo de 3.472 metros cúbicos de água. Uma nova leitura, feita um mês depois, indicava que 3.625 metros cúbicos de água foram consumidos. Quantos metros cúbicos de foram consumidos entre as duas leituras? Isto representa quantos em litros de água?

8. Complete as casas vazias da estrela mágica com os algarismos 1, 3, 4, 5, e 7 de modo que a soma em todas as linhas seja 30.


                       13            10
                         
                   11                     12

                                 9


9. Tiago recebeu 30 reais de mesada. Gastou 3 reais na compra de um gibi e 5 riais na excursão da escola. Ainda bem que recebeu os sete reais que havia emprestado para o Edu, pois assim comprou o presente de aniversário de sua mãe, no valor de 25 reais. Será que ainda sobrou dinheiro para Tiago?

10. Uma pessoa quer trocar duas cédulas de 100 reais por cédulas de 5, 10 e 50 reais, recebendo cédulas de todos esses valores e o maior número possível de cédulas de 50 reais. Qual é o número mínimo de cédulas que a pessoa poderá receber?

11. Determine os valores de a, b, c, d e e para que as subtrações indicadas na tabela sejam possíveis.

	97
	-
	a
	=
	28

	-
	
	-
	
	-

	b
	-
	c
	=
	d

	=
	
	=
	
	=

	e
	-
	57
	=
	25


12. Descubra os números desconhecidos:

	
	...
	...
	...
	
	
	
	...
	...
	...
	
	
	
	...
	...
	...
	
	
	
	1
	6
	9
	
	
	
	9
	1
	3

	+
	8
	5
	7
	
	
	+
	2
	4
	7
	
	
	-
	3
	7
	1
	
	
	+
	...
	...
	...
	
	
	-
	...
	...
	...

	
	9
	9
	9
	
	
	
	5
	3
	5
	
	
	
	6
	7
	4
	
	
	
	9
	0
	1
	
	
	
	2
	0
	9
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	· Múltiplos de Números naturais;
· Divisores de Números. naturais;
· Números primos;
· Crivo de Eratóstenes;
· Mínimo Múltiplo Comum;
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Múltiplos de números Naturais

Diz-se que um número natural a é múltiplo de outro natural b, se existe um número natural k tal que:  a = b x k
Exemplos:

(a) 15 é múltiplo de 5, pois 15=3×5.

(b) 24 é múltiplo de 4, pois 24=6×4.

(c) 24 é múltiplo de 6, pois 24=4×6.

(d) 27 é múltiplo de 9, pois 27=3×9.

Se a=k×b, então a é múltiplo de b, mas também, a é múltiplo de k, como é o caso do número 35 que é múltiplo de 5 e de 7, pois: 35 = 7 x 5
Se a=k×b, então a é múltiplo de b e se conhecemos b e queremos obter todos os seus múltiplos, basta fazer k assumir todos os números naturais possíveis. Para obter os múltiplos de 2, isto é, os números da forma a=k×2 onde k é substituído por todos os números naturais possíveis. A tabela abaixo nos auxiliará:

0=0×2, 2=1×2, 4=2×2, 6=3×2, 8=4×2, 10=5×2, 12=6×2

O conjunto dos números naturais é infinito, assim existem infinitos múltiplos para qualquer número natural. Se y é um número natural, o conjunto de todos os múltiplos de y, será denotado por M(y). Por exemplo:
M(7)={ 0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, ... }

M(11)={ 0, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, ... }

Observação: Como estamos considerando 0 como um número natural, então o zero será múltiplo de todo número natural. Tomando k=0 em a=k.b obtemos a=0 para todo b natural. Por exemplo:

0=0×2,  0=0×5,  0=0×12,  0=0×15

Observação: Um número b é múltiplo dele mesmo. a = 1 × b   se, e somente se,    a = b

Por exemplo, basta tomar o mesmo número multiplicado por 1 para obter um múltiplo dele próprio, como: 3=1x3, 5=1x5 e 15=1x15.

Divisores de números Naturais

A definição de divisor está relacionada com a de múltiplo. Um número natural b é divisor do número natural a, se a é múltiplo de b.

Exemplo: 3 é divisor de 15, pois 15=3×5, logo 15 é múltiplo de 3 e também é múltiplo de 5.

Um número natural tem uma quantidade finita de divisores. Por exemplo, o número 6 poderá ter no máximo 6 divisores, pois trabalhando no conjunto dos números naturais não podemos dividir 6 por um número maior do que ele.

Os divisores de um número y também formam um conjunto finito, aqui denotado por D(y).

Exemplos:

(a) Divisores de  6: D(6)={1,2,3,6}

(b) Divisores de 18: D(18)={1,2,3,6,9,18}

(c) Divisores de 15: D(15)={1,3,5,15}

Observação: O número zero é múltiplo de todo número natural e além disso, zero não divide qualquer número natural, exceto ele próprio.

Se aceitarmos que 6÷0=b, então teremos que admitir que: 6 = 0 x b mas não existe um número b que multiplicado por 0 (zero) seja igual a 6, portanto a divisão de 6 por 0 é impossível.

A divisão de 0/0 (zero por zero) é indeterminada, o que significa que pode existir uma situação que ela passe a ter significado, no sentido seguinte:

Se aceitarmos que 0÷0=X, então poderemos escrever que: 0 : 0 = x : 1
Como temos uma igualdade de frações, gerando uma proporção, deveremos aceitar que o produto dos meios é igual ao produto dos extremos nesta proporção e assim: 0 × 1 = 0 × X = 0 que não é contraditório e isto pode ser realizado para todo X real, razão pela qual a expressão da forma 0÷0 é dita indeterminada.

Números primos

Um número primo é um número natural com exatamente dois divisores naturais distintos.

Exemplos:

· 1 não é primo pois D(1)={1}

· 2 é primo pois D(2)={1,2}

· 3 é primo pois D(3)={1,3}

· 5 é primo pois D(5)={1,5}

· 7 é primo pois D(7)={1,7}

· 14 não é primo pois D(14)={1,2,7,14}

Observação: 1 não é primo pois tem apenas 1 divisor e todo número natural pode ser escrito como o produto de números primos, de forma única.

Crivo de Eratóstenes

É um processo para obter números primos menores do que um determinado número natural n.

Devemos construir uma tabela contendo os primeiros n números naturais. Para determinar os números primos nesta tabela, basta seguir os seguintes passos.

· Antes de iniciar, lembramos que 1 não é um número primo.

· Marcamos o número 2, que é o primeiro número primo e eliminamos todos os múltiplos de 2 que encontrarmos na tabela.

· Marcamos o número 3 e eliminamos todos os múltiplos de 3 que encontrarmos na tabela.

· Determinamos o próximo número primo, que será o próximo número não marcado da tabela e eliminamos todos os múltiplos desse número primo que encontrarmos na tabela.

· Continuamos o processo, sempre voltando ao passo anterior, com o próximo número primo.

· Os números que não foram eliminados são os números primos.

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30

	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40

	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50

	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60

	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70

	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80

	81
	82
	83
	84
	85
	86
	87
	88
	89
	90

	91
	92
	93
	94
	95
	96
	97
	98
	99
	100


Na tabela, listamos os 100 primeiros números naturais, indicando com a cor mais forte os números primos e com a cor clara os números que não são primos. Como exemplo, 2 é primo, enquanto 25 não é primo, pois é múltiplo de 5.

No quadro abaixo, mostramos os números primos menores do que 100, obtidos pelo crivo de Eratóstenes.

P = {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97}

Mínimo Múltiplo Comum

Diz-se que um número m é múltiplo comum dos números a e b se m é múltiplo de a e também é múltiplo de b, ou seja. m = k × a   e    m = w × b  onde k e w números naturais.

Exemplos: Múltiplos comuns

(a) 24 é múltiplo comum de 6 e 8.

(b) 15 é múltiplo comum de 3 e 5.

Determinaremos agora todos os números que tem 18 como múltiplo comum, o que é o mesmo que obter todos os divisores naturais de 18. 

18 é múltiploco mumde1e 18 pois 18=1x18

18 é múltiplo comum de 2 e  9 pois  
18=2x9 18 é múltiplo comum de 3 e  6 pois  18=3x6

O número 18 é múltiplo comum de todos os seus divisores, logo:

D(18) = { 1, 2, 3, 6, 9,18 }

Agora obteremos os múltiplos comuns dos números a e b. Para isso denotaremos por M(a) o conjunto dos múltiplos de a, por M(b) o conjunto dos múltiplos de b e tomaremos a interseção entre os conjuntos M(a) e M(b).

Exemplo: Múltiplos comuns de 3 e 5.

M(3)={0,3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45,...}
M(5)={0,5,10,15,20,25,30,35,40,45,50,55,...}
M(3) ∩ M(5)={0,15,30,45,...}

Como estamos considerando 0 (zero) como número natural, ele irá fazer parte dos conjuntos de todos os múltiplos de números naturais e será sempre o menor múltiplo comum, mas por definição, o Mínimo Múltiplo Comum (MMC) de dois ou mais números naturais é o menor múltiplo comum a esses números que é diferente de zero. Logo, no conjunto:

M(3) ∩ M(5)={0, 15, 30, 45, ...}
o Mínimo Múltiplo Comum entre 3 e 5 é igual a 15.

Ao trabalhar com dois números a e b, utilizamos a notação MMC(a,b) para representar o Mínimo Múltiplo Comum entre os números naturais a e b, lembrando sempre que o menor múltiplo comum deve ser diferente de zero. Por exemplo:

M(4)={0,4,8,12,16,20,24,...}
M(6)={ 0, 6, 12, 18, 24, ...}
MMC(4,6)=min {12,24,36,...}=12

O conjunto dos múltiplos do MMC(a,b) é igual ao conjunto dos múltiplos comuns de a e b. Por exemplo, se a=3 e b=5:

M(3)={0,3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,...}
M(5)={0,5,10,15,20,25,30,35,40,45,...}
M(3) ∩ M(5)={0,15,30,45,...}
M(15)={0,15,30,45,60,...}

Observe que M(15)=M(3) ∩ M(5)

Método prático para obter o MMC

Do ponto de vista didático, o processo acima é excelente para mostrar o significado do MMC mas existe um método prático para realizar tal tarefa sem trabalhar com conjuntos.

· Em um papel faça um traço vertical, de forma que sobre espaço livre tanto à direita como à esquerda do traço.
	...
	...
	...
	...

	
	
	
	


· À esquerda do traço escreva os números naturais como uma lista, separados por vírgulas, para obter o MMC(a,b,c,...). Por exemplo, tomaremos 12, 22 e 28 do lado esquerdo do traço vertical e do lado direito do traço poremos o menor número primo que divide algum dos números da lista que está à esquerda. Aqui usamos o 2.
	12
	21
	28
	2

	
	
	
	


· Dividimos todos os números da lista da esquerda, que são múltiplos do número primo que está à direita do traço, criando uma nova lista debaixo da lista anterior com os valores resultantes das divisões (possíveis) e com os números que não foram divididos.
	12
	21
	28
	2

	6
	21
	14


	


· Repetimos a partir do passo 3 até que os valores da lista que está do lado esquerdo do traço se tornem todos iguais a um.
	12
	21
	28
	2

	6
	21
	14
	2

	3
	21
	7
	3

	1
	7
	7
	7

	
	1
	1
	


O MMC é o produto dos números primos que colocamos do lado direito do traço e neste caso: MMC(12,21,28)= 2 . 2. 3 .7 = 84 
Exemplo: Obtemos o MMC dos números 12 e 15, com a tabela:
	12
	15
	2

	6
	15
	2

	3
	15
	3

	1
	5
	5

	
	1
	


e depois dividimos todos os números da lista da esquerda pelos números primos (quando a divisão for possível), criando novas listas sob as listas anteriores. O MMC(12,15) = 60 é o produto de todos os números primos que colocamos do lado direito do traço.

Máximo Divisor Comum

Para obter o Máximo Divisor Comum devemos introduzir o conceito de divisor comum a vários números naturais. Um número d é divisor comum de outros dois números naturais a e b se, d divide a e d divide b simultaneamente. Isto significa que devem existir k1 e k2 naturais tal que: a = k1 × d    e   b = k2 × d

Exemplos: Divisores comuns.

(a) 8 divide 24 e 56, pois 24=3x8 e 56=7x8.

(b) 3 divide 15 e 36, pois 15=5x3 e 36=12x3.

Observação: Um número d é divisor de todos os seus múltiplos. O conjunto dos divisores comuns de dois números é finito, pois o conjunto dos divisores de um número é finito. O conjunto dos divisores de um número natural y, será denotado por D(y).

Obteremos agora os divisores comuns aos números 16 e 24, isto é, obteremos a interseção entre os conjunto
D(16) e D(24).

D(16)={ 1, 2, 4, 8, 16 }
D(24)={ 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 }
D(16) ∩ D(24)={1, 2, 4, 8}

Ocorre que o menor divisor comum entre os números 16 e 24, é 1, assim não interessa o menor divisor comum mas sim o maior divisor que pertence simultaneamente aos dois conjuntos de divisores.

Denotaremos por MDC(a,b), o Máximo Divisor Comum entre os números naturais a e b. Por exemplo, tomemos os conjuntos de divisores D(16)={1,2,4,8,16} e D(24)={1,2,3,4,6,8,12,24}, então:

MDC(16,24)=max( D(16) ∩ D(24))=8

Método prático para obter o MDC

De forma similar ao cálculo do MMC(a,b), temos também um procedimento prático para determinar o MDC(a,b) entre dois números naturais, pois encontrar conjuntos de divisores para cada número pode ser trabalhoso. Para introduzir este método, determinaremos o MDC entre os números 30 e 72, a título de exemplo.

· Construímos uma grade com 3 linhas e algumas colunas, pondo os números dados na linha do meio. Na primeira coluna coloque o maior deles e na segunda coluna o menor.

	
	
	
	
	

	72
	30
	
	
	

	
	
	
	
	


· Realizamos a divisão do maior pelo menor colocando o quociente no espaço sobre o número menor na primeira linha e o resto da divisão no espaço logo abaixo do maior número na terceira linha.

	
	2
	
	
	

	72
	30
	
	
	

	12
	
	
	
	


· Passamos o resto da divisão para o espaço localizado à direita do menor número na linha central.

	 
	2
	 
	 
	 

	72
	30
	12
	 
	 

	12
	 
	 
	 
	 


· Realizamos agora a divisão do número 30, pelo resto obtido anteriormente que é 12. Novamente, o quociente será colocado sobre o número 12 e o resto da divisão ficará localizado abaixo do número 30.

	 
	2
	2
	 
	 

	72
	30
	12
	 
	 

	12
	6
	 
	 
	 


· Realizamos agora a (última!) divisão do número 12, pelo resto obtido anteriormente que é 6. De novo, o quociente será posto sobre o número 6 e o resto da divisão ficará localizado abaixo do número 12.

	 
	2
	2
	2
	 

	72
	30
	12
	6
	 

	12
	6
	0
	 
	 


· Como o resto da última divisão é 0 (zero), o último quociente obtido representa o MDC entre 30 e 72, logo denotamos tal fato por:

MDC(30,72) = 6

Exercícios:

1. Se a diferença entre dois números naturais é 126 e o máximo divisor comum entre eles é 18, quais são esses números?

Solução: Se X e Y são os números procurados, eles devem ser múltiplos de 18 e podem ser escritos na forma X=18.a e Y=18.b onde a e b devem ser determinados. Assim: 18a-18b=126, de onde segue que 18(a-b)=18×7, o que é equivalente a: a-b=7. Tomando a=8 e b=1 teremos X=144 e Y=18.
2. Se a soma de dois números naturais é 420 e o máximo divisor comum entre eles é 60, quais são esses números?

Solução: Sejam X e Y os números procurados. Se MDC(X,Y)=60, os números X e Y devem ser múltiplos de 60, logo podem ser escritos na forma X=60a e Y=60b onde a e b são números inteiros positivos. Assim: 60a+60b=420, o que garante que a+b=7. Devemos escolher números naturais tal que a+b=7, e assim, temos várias opções.

Se a=6 e b=1 então X=360 e Y= 60

Se a=5 e b=2 então X=300 e Y=120

Se a=4 e b=3 então X=240 e Y=180

Se a=3 e b=4 então X=180 e Y=240

Se a=2 e b=5 então X=120 e Y=300

Se a=1 e b=6 então X= 60 e Y=360

3. Se a divisão entre dois números naturais é igual a 6/5 e o máximo divisor comum entre eles é 15, quais são esses números?

Solução: Sejam X e Y os números procurados. Se MDC(X,Y)=15, então X e Y devem ser múltiplos de 15, logo podem ser escritos na forma X=15a e Y=15b. Assim: (15a)/(15b)=6/5, logo a/b=6/5. Algumas soluções para o problema, são:

Se a= 6 e b= 5 então X= 90 e Y= 75

Se a=12 e b=10 então X=180 e Y=150

Se a=18 e b=15 então X=270 e Y=225

Relação entre o MMC e MDC

Uma relação importante e bastante útil entre o MMC e o MDC é o fato que o MDC(a,b) multiplicado pelo MMC(a,b) é igual ao produto de a por b, isto é:

MDC(a,b) × MMC(a,b) = a × b
MDC(12,15) × MMC(12,15)=12 × 15

Esta relação é útil quando precisamos obter o MMC e o MDC de dois números, basta encontrar um deles e usar a relação acima.

Exemplo: Para obter o MMC(15,20) e o MDC(15,20), o primeiro passo é obter o que for possível. Se MDC(15,20)=5 e 15 x 20=300, basta lembrar que MDC(15,20)×MMC(15,20)=15×20 e fazer: 5 × MMC(15,20) = 300 de onde se obtém que MMC(15,20)=60.

Exercício: 
4. Se a soma de dois números é 320 e o mínimo múltiplo comum entre eles é 600, quais são esses números? Qual é o máximo divisor comum entre eles?

Solução: Se X e Y são os números procurados, eles devem ser divisores de 600, logo devem pertencer ao conjunto 
D(600):{1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20,24,25,30,75,100,120,150,200,300,600}

Pares de números deste conjunto que somam 320, são: 300 e 20 ou 200 e 120. O primeiro par não serve pois MMC(300,20)=300. Os números que servem são 
X=200 e Y=120 pois MMC(200,120)=600 e MDC(200,120)=40.

Primos entre si

Dois números naturais são primos entre si quando o MDC entre eles é igual a 1. Por exemplo, 16 não é um número primo, 21 também não é um número primo mas 16 e 21 são primos entre si pois MDC(16,21)=1.

Radiciação de números naturais

Radiciação de ordem n é o processo pelo qual dado um número natural a devemos determinar um número natural b tal que: bn = a onde n é um número natural. É o processo inverso da potenciação.

Neste trabalho, representaremos a operação de radiciação por 
[image: image10.wmf]n
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 que se lê: raiz n-ésima de a. Uma notação simples e muito comum no meio científico é aquela que usa o acento circunflexo: a^(1/n).

Raiz quadrada: A raiz quadrada de um número não negativo (não somente natural) é um outro número não negativo b tal que: b2 = a
A raiz quadrada de um número a >0 pode ser denotada por 
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Exemplo: Para obter a raiz quadrada de 36 deve-se obter o valor numérico de b de forma que:

b2 = b × b = 36

Neste trabalho, usaremos o processo de tentativa, para dividir 36 por seus divisores até que o divisor seja igual ao quociente.
36÷2=18, 36÷3=12, 36÷4=9, 36÷6=6

Portanto 6 é a raiz quadrada de 36.

Raiz cúbica: A raiz cúbica de um número (não somente natural) a é um número b tal que:

b3 = b . b . b = a

A raiz cúbica de um número a pode ser denotada por 
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Exemplo: Para determinar a raiz cúbica de 64, deve-se obter um número b de forma a obter

b3=b×b×b=64

Por tentativa, temos:

1×1×1=1, 2×2×2=8, 3×3×3=27, 4×4×4=64

Portanto 4 é raiz cúbica de 64.
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Elementos Históricos sobre frações

Há 3000 antes de Cristo, os geômetras dos faraós do Egito realizavam marcação das terras que ficavam às margens do rio Nilo, para a sua população. Mas, no período de junho a setembro, o rio inundava essas terras levando parte de suas marcações. Logo os proprietários das terras tinham que marcá-las novamente e para isso, eles utilizavam uma marcação com cordas, que seria uma espécie de medida, denominada estiradores de cordas.

As pessoas utilizavam as cordas, esticando-as e assim verificavam quantas vezes aquela unidade de medida estava contida nos lados do terreno, mas raramente a medida dava correta no terreno, isto é, não cabia um número inteiro de vezes nos lados do terreno; sendo assim eles sentiram a necessidade de criar um novo tipo de número - o número fracionário, onde eles utilizavam as frações.

Introdução ao conceito de fração

Às vezes, ao tentar partir algo em pedaços, como por exemplo, uma pizza, nós a cortamos em partes que não são do mesmo tamanho.

[image: image13.png]



Logo isso daria uma grande confusão, pois quem ficaria com a parte maior? Ou quem ficaria com a parte menor? É lógico que alguém sairia no prejuízo.

Pensemos neste exemplo: Dois irmãos foram juntos comprar chocolate. Eles compraram duas barras de chocolate iguais, uma para cada um. Iam começar a comer quando chegou uma de suas melhores amigas e vieram as perguntas: Quem daria um pedaço para a amiga? Qual deveria ser o tamanho do pedaço? Eles discutiram e chegaram à seguinte conclusão:

Para que nenhum dos dois comesse menos, cada um daria metade do chocolate para a amiga.

Você concorda com esta divisão? Por quê?

Como você poderia resolver esta situação para que todos comessem partes iguais?

O que você acha desta frase: Quem parte e reparte e não fica com a melhor parte, ou é bobo ou não tem arte.

Elementos gerais para a construção de frações

Para representar os elementos que não são tomados como partes inteiras de alguma coisa, utilizamos o objeto matemático denominado fração.

O conjunto dos números naturais, algumas vezes inclui o zero e outras vezes não, tendo em vista que zero foi um número criado para dar significado nulo a algo. Nesse momento o conjunto N será representado por:

N = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ... }

Logo, todos os números naturais representam partes inteiras.

Os números que não representam partes inteiras, mas que são partes de inteiros, constituem os números racionais não-negativos, aqui representados por Q+, onde esta letra Q significa quociente ou divisão de dois números inteiros naturais.

Q+ = { 0,..., 1/4,..., 1/2,..., 1,...,2,... }

Numeral: Relativo a número ou indicativo de número.

Número: Palavra ou símbolo que expressa quantidade.

Definição de fração

Os numerais que representam números racionais não-negativos são chamados frações e os números inteiros utilizados na fração são chamados numerador e denominador, separados por uma linha horizontal ou traço de fração. 
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 onde: Numerador indica quantas partes são tomadas do inteiro, isto é, o número inteiro que é escrito sobre o traço de fração e Denominador indica em quantas partes dividimos o inteiro, sendo que este número inteiro deve necessariamente ser diferente de zero.
Exemplo: Consideremos a fração 1/4, que pode ser escrita como:
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Em linguagem matemática, as frações podem ser escritas tanto como no exemplo acima ou mesmo como 1/4, considerada mais comum.

	1/4
	1/4

	1/4
	1/4


A unidade foi dividida em quatro partes iguais. A fração pode ser visualizada através da figura anexada, sendo que foi sombreada uma dessas partes.
Leitura de frações

· O numerador é 1 e o denominador é um inteiro 1< d <10

A leitura de uma fração da forma 1/d, onde d é o denominador que é menor do que 10 é feita como:

	Fração
	1/2
	1/3
	1/4
	1/5
	1/6
	1/7
	1/8
	1/9

	Leitura
	um meio
	um terço
	um quarto
	um quinto
	um sexto
	um sétimo
	um oitavo
	um nono


· O numerador é 1 e o denominador é um inteiro d >10

Quando a fração for da forma 1/d, com d maior do que 10, lemos: 1, o denominador e acrescentamos a palavra avos. Avos é um substantivo masculino usado na leitura das frações, designa cada uma das partes iguais em que foi dividida a unidade e se cujo denominador é maior do que dez.

	Fração
	Leitura

	1/11
	um onze avos

	1/12
	um doze avos

	1/13
	um treze avos

	1/14
	um quatorze avos

	1/15
	um quinze avos

	1/16
	um dezesseis avos

	1/17
	um dezessete avos

	1/18
	um dezoito avos

	1/19
	um dezenove avos


· O numerador é 1 e o denominador é um múltiplo de 10

Se o denominador for múltiplo de 10, lemos:

	Fração
	Leitura
	Leitura Comum

	1/10
	um dez avos
	um décimo

	1/20
	um vinte avos
	um vigésimo

	1/30
	um trinta avos
	um trigésimo

	1/40
	um quarenta avos
	um quadragésimo

	1/50
	um cinqüenta avos
	um qüinquagésimo

	1/60
	um sessenta avos
	um sexagésimo

	1/70
	um setenta avos
	um septuagésimo

	1/80
	um oitenta avos
	um octogésimo

	1/90
	um noventa avos
	um nonagésimo

	1/100
	um cem avos
	um centésimo

	1/1000
	um mil avos
	um milésimo

	1/10000
	um dez mil avos
	um décimo milésimo

	1/100000
	um cem mil avos
	um centésimo milésimo

	1/1000000
	um milhão avos
	um milionésimo


Observação: A fração 1/3.597 pode ser lida como: um, três mil quinhentos e noventa e sete avos.

Tipos de frações

A representação gráfica mostra a fração 3/4 que é uma fração cujo numerador é um número natural menor do que o denominador.

	1/4
	1/4

	1/4
	1/4


A fração cujo numerador é menor que o denominador, isto é, a parte é tomada dentro do inteiro, é chamada fração própria. A fração cujo numerador é maior do que o denominador, isto é, representa mais do que um inteiro dividido em partes iguais é chamada fração imprópria.

	3/3

1/3

1/3

1/3


	 + 
	2/3

1/3

1/3

1/3


	 = 
	5/3=1+2/3

1

1/3

1/3

1/3




Fração aparente: é aquela cujo numerador é um múltiplo do denominador e aparenta ser uma fração mas não é, pois representa um número inteiro. Como um caso particular, o zero é múltiplo de todo número inteiro, assim as frações 0/3, 0/8, 0/15 são aparentes, pois representam o número inteiro zero.

Frações Equivalentes: São as que representam a mesma parte do inteiro. Se multiplicarmos os termos (numerador e denominador) de uma fração sucessivamente pelos números naturais, teremos um conjunto infinito de frações que constitui um conjunto que é conhecido como a classe de equivalência da fração dada.

	1/2

1/2

1/2


	2/4

1/4

1/4

1/4

1/4


	3/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6


	4/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8




Propriedades fundamentais

· Se multiplicarmos os termos (numerador e denominador) de uma fração por um mesmo número natural, obteremos uma fração equivalente à fração dada: 
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· Se é possível dividir os termos (numerador e denominador) de uma fração por um mesmo número natural, obteremos uma fração equivalente à fração dada: 
[image: image17.wmf]4

3

4

:

16

4

:

12

16

12

=

=

 
A fração como uma classe de equivalência

A classe de equivalência de uma fração é o conjunto de todas as frações equivalentes à fração dada. Ao invés de trabalhar com todos os elementos deste conjunto infinito, simplesmente poderemos tomar a fração mais simples deste conjunto que será a representante desta classe. Esta fração será denominada um número racional. Aplicando a propriedade fundamental, podemos escrever o conjunto das frações equivalentes a 1/3, como:

C(1/3) = { 1/3, 2/6, 3/9, 4/12, 5/15, 6/18, ... }

Número Misto

Quando o numerador de uma fração é maior que o denominador, podemos realizar uma operação de decomposição desta fração em uma parte inteira e uma parte fracionária e o resultado é denominado número misto.

Para fazer a transformação de uma fração imprópria em um número misto basta dividirmos o numerador pelo denominador e ver qual foi o resto. A fração mista será o quociente como parte inteira e o resto será o numerador e o divisor será o numerador. Exemplo

	17
	4
	
	

	1
	4
	
	


Logo a fração mista de 
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Para fazer a transformação de um número misto em uma fração imprópria devemos multiplicar o denominador pela parte inteira e somar com o numerador. Exemplo: 
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Simplificação de Frações

Simplificar frações é o mesmo que escrevê-la em uma forma mais simples, para que a mesma se torne mais fácil de ser manipulada.

O objetivo de simplificar uma fração é torná-la uma fração irredutível, isto é, uma fração para a qual o Máximo Divisor Comum entre o Numerador e o Denominador seja 1, ou seja, o Numerador e o Denominador devem ser primos entre si. Essa simplificação pode ser feita através dos processos de divisão sucessiva e pela fatoração.

A divisão sucessiva corresponde a dividir os dois termos da fração por um mesmo número (fator comum) até que ela se torne irredutível.
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Respectivamente, dividimos os termos das frações por 2, 2 e 3.

Observação: Outra maneira de divisão das frações é obter o Máximo Divisor Comum entre o Numerador e o Denominador e simplificar a fração diretamente por esse valor.

Exemplo: Simplificaremos a fração 54/72, usando o Máximo Divisor Comum. Como MDC(54,72)=18, então 54:18=3 e 72:18=4, logo: 
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Comparação de duas frações

· Por redução ao mesmo denominador
Se duas frações possuem denominadores iguais, a maior fração é a que possui maior numerador. Por exemplo: 
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· Tanto os numeradores como os denominadores das duas frações são diferentes
Devemos reduzir ambas as frações a um denominador comum e o processo depende do cálculo do Mínimo Múltiplo Comum entre os dois denominadores e este será o denominador comum às duas frações. Na seqüência, divide-se o denominador comum pelo denominador de cada fração e multiplica-se o resultado obtido pelo respectivo numerador.

Exemplo: Vamos comparar as frações 2/3 e 3/5. Como os denominadores são 3 e 5, temos que MMC(3,5)=15. Reduzindo ambas as frações ao mesmo denominador comum 15, aplica-se a regra de dividir o denominador comum pelo denominador de cada fração e na seqüência multiplica-se esse respectivo número pelo numerador.
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Multiplicando os termos da primeira fração por 5 e multiplicando os termos da segunda fração por 3, obteremos:
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Temos então os mesmos denominadores, logo: 
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· As frações possuem um mesmo numerador
Se os numeradores de duas frações forem iguais, será maior a fração cujo denominador for menor.

Exemplo: Uma representação gráfica para a desigualdade 
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 pode ser dada geometricamente por:
	3/4=6/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8


	3/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8

1/8
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Observe que a área branca é maior na primeira figura.

Divisão de frações

Consideremos inicialmente uma divisão D de duas frações, denotada por: 
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Um modo fácil para explicar esta divisão é tomar as duas frações com o mesmo denominador e realizar a divisão do primeiro numerador pelo segundo numerador, isto é: 
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 pois 1/2 é equivalente a 3/6 e 2/3 é equivalente a 4/6. O desenho abaixo mostra as frações 1/2 e 2/3, através de suas respectivas frações equivalentes: 3/6 e 4/6.

	3/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6


	4/6

1/6

1/6

1/6

1/6
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Realizar a divisão entre dois números fracionários ou não A e B, é o mesmo que procurar saber quantas partes de B estão ocupadas por A. Quantas partes da fração 4/6 estão ocupadas pela fração 3/6?

No desenho, os numeradores das frações estão em cor amarela. Como temos 3 partes em amarelo na primeira fração e 4 partes em amarelo na segunda fração, a divisão corresponde à fração 3/4, ou seja, em cada 4 partes amarelas, 3 estão ocupadas.
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O papel das frações e números Decimais

Esta página trata do estudo de frações e números decimais, bem como seus fatos históricos, propriedades, operações e aplicações. As frações decimais e números decimais possuem notória importância cotidiana. Tais conceitos são usados em muitas situações práticas, embora, muitas vezes passem despercebidas.

Indo ao supermercado comprar 1/2 Kg de café por R$ 2,80 e pagando a compra com uma nota de R$ 5,00, obtém-se R$ 2,20 de troco. Neste exemplo, podemos observar o uso de frações e números decimais. Através deste tipo de compra, usamos o conceito de fração decimal juntamente com o sistema de pesagem (1/2 Kg), números decimais juntamente com o sistema monetário. Muitas outras situações utilizam de frações e números decimais.

Observação: Para dividir um número X por outro número não nulo Y, usaremos frequentemente a notação X/Y, por ser mais simples.

Elementos históricos sobre os números Decimais

Hoje em dia é comum o uso de frações. Houve tempo, porém que as mesmas não eram conhecidas. O homem introduziu o uso de frações quando começou a medir e representar medidas.

Os egípcios usavam apenas frações que possuíam o número 1 dividido por um número inteiro, como por exemplo: 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,... Tais frações eram denominadas frações egípcias e ainda hoje têm muitas aplicações práticas. Outras frações foram descobertas pelos mesmos egípcios as quais eram expressas em termos de frações egípcias, como: 5/6=1/2+1/3.

Os babilônios usavam em geral frações com denominador 60. É provável que o uso do número 60 pelos babilônios se deve ao fato que é um número menor do que 100 com maior quantidade de divisores inteiros. Os romanos, por sua vez, usavam constantemente frações com denominador 12. Provavelmente os romanos usavam o número 12 por ser um número que embora pequeno, possui um número expressivo de divisores inteiros. Com o passar dos tempos, muitas notações foram usadas para representar frações. A atual maneira de representação data do século XVI.

Os números decimais têm origem nas frações decimais. Por exemplo, a fração 1/2 equivale à fração 5/10 que equivale ao número decimal 0,5.

Stevin (engenheiro e matemático holandês), em 1585 ensinou um método para efetuar todas as operações por meio de inteiros, sem o uso de frações, no qual escrevia os números naturais ordenados em cima de cada algarismo do numerador indicando a posição ocupada pela vírgula no numeral decimal. A notação abaixo foi introduzida por Stevin e adaptada por John Napier, grande matemático escocês.
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A representação dos algarismos decimais, provenientes de frações decimais, recebia um traço no numerador indicando o número de zeros existentes no denominador.
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Este método foi aprimorado e em 1617 Napier propôs o uso de um ponto ou de uma vírgula para separar a parte inteira da parte decimal.

Por muito tempo os números decimais foram empregados apenas para cálculos astronômicos em virtude da precisão proporcionada. Os números decimais simplificaram muito os cálculos e passaram a ser usados com mais ênfase após a criação do sistema métrico decimal.

Frações e Números Decimais

Dentre todas as frações, existe um tipo especial cujo denominador é uma potência de 10. Este tipo é denominado fração decimal.

Exemplos de frações decimais, são: 1/10, 3/100, 23/100, 1/1000, 1/103

Toda fração decimal pode ser representada por um número decimal, isto é, um número que tem uma parte inteira e uma parte decimal, separados por uma vírgula.

A fração 127/100 pode ser escrita na forma mais simples, como: 
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 onde 1 representa a parte inteira e 27 representa a parte decimal. Esta notação subentende que a fração 127/100 pode ser decomposta na seguinte forma: 
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A fração 8/10 pode ser escrita na forma 0,8, onde 0 é a parte inteira e 8 é a parte decimal. Aqui observamos que este número decimal é menor do que 1 porque o numerador é menor do que o denominador da fração.

Leitura de números decimais

Para ler números decimais é necessário primeiramente, observar a localização da vírgula que separa a parte inteira da parte decimal.

Um número decimal pode ser colocado na forma genérica:

	Centenas
	Dezenas
	Unidades
	 vírgula 
	Décimos
	Centésimos
	Milésimos


Por exemplo, o número 130,824, pode ser escrito na forma:

	Centena
	dezenas
	unidades
	vírgula
	décimos
	centésimos
	milésimos

	1
	3
	0
	,
	8
	2
	4


Exemplos:

	0,6
	Seis décimos

	0,37
	Trinta e sete centésimos

	0,189
	Cento e oitenta e nove milésimos

	3,7
	Três inteiros e sete décimos

	13,45
	Treze inteiros e quarenta e cinco centésimos

	130,824
	Cento e trinta inteiros e oitocentos e vinte e quatro milésimos


Transformando frações decimais em números decimais

Podemos escrever a fração decimal 1/10 como: 0,1. Esta fração é lida "um décimo". Notamos que a vírgula separa a parte inteira da parte fracionária:

	parte inteira
	vírgula
	parte fracionária

	0
	,
	1


Uma outra situação nos mostra que a fração decimal 231/100 pode ser escrita como 2,31, que se lê da seguinte maneira: "dois inteiros e trinta e um centésimos". Novamente observamos que a vírgula separa a parte inteira da parte fracionária:

	parte inteira
	vírgula
	parte fracionária

	2
	,
	31


Em geral, transforma-se uma fração decimal em um número decimal fazendo com que o numerador da fração tenha o mesmo número de casas decimais que o número de zeros do denominador. Na verdade, realiza-se a divisão do numerador pelo denominador. Por exemplo:

(a) 130/100  = 1,30

(b) 987/1000 = 0,987

(c) 5/1000   = 0,005

Transformando números decimais em frações decimais

Também é possível transformar um número decimal em uma fração decimal. Para isto, toma-se como numerador o número decimal sem a vírgula e como denominador a unidade (1) seguida de tantos zeros quantas forem as casas decimais do número dado. Como exemplo, temos:

(a) 0,5   = 5/10

(b) 0,05  = 5/100

(c) 2,41  = 241/100

(d) 7,345 = 7345/1000

Propriedades dos números decimais

· Zeros após o último algarismo significativo: Um número decimal não se altera quando se acrescenta ou se retira um ou mais zeros à direita do último algarismo não nulo de sua parte decimal. Por exemplo:

(a) 0,5 = 0,50 = 0,500 = 0,5000

(b) 1,0002 = 1,00020 = 1,000200

(c) 3,1415926535 = 3,141592653500000000

· Multiplicação por uma potência de 10: Para multiplicar um número decimal por 10, por 100, por 1000, basta deslocar a vírgula para a direita uma, duas, ou três casas decimais. Por exemplo:

(a) 7,4 x 10   = 74

(b) 7,4 x 100  = 740

(c) 7,4 x 1000 = 7400

· Divisão por uma potência de 10: Para dividir um número decimal por 10, 100, 1000, etc, basta deslocar a vírgula para a esquerda uma, duas, três, casas decimais. Por exemplo:

(a) 247,5 ÷ 10   = 24,75

(b) 247,5 ÷ 100  =  2,475

(c) 247,5 ÷ 1000 =  0,2475

Operações com números decimais

· Adição e Subtração: Para efetuar a adição ou a subtração de números decimais temos que seguir alguns passos:

1º) Igualar a quantidade de casas decimais dos números decimais a serem somados ou subtraídos acrescentando zeros à direita de suas partes decimais. Por exemplo:

(a) 2,4 + 1,723 = 2,400 + 1,723

(b) 2,4 - 1,723 = 2,400 - 1,723

2º)  Escrever os numerais observando as colunas da parte inteira (unidades, dezenas, centenas, etc), de forma que:

· o algarismo das unidades de um número deverá estar embaixo do algarismo das unidades do outro número,

· o algarismo das dezenas de um número deverá estar em baixo do algarismo das dezenas do outro número,

· o algarismo das centenas deverá estar em baixo do algarismo das centenas do outro número, etc),

· a vírgula deverá estar debaixo da outra vírgula, e

· a parte decimal (décimos, centésimos, milésimos, etc) de forma que décimos sob décimos, centésimos sob centésimos, milésimos sob milésimos, etc.

Dois exemplos: + 
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3º) Realizar a adição ou a subtração.

Multiplicação de números decimais: Podemos multiplicar dois números decimais transformando cada um dos números decimais em frações decimais e realizar a multiplicação de numerador por numerador e denominador por denominador. Por exemplo: 
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Podemos também multiplicar os números decimais como se fossem inteiros e dar ao produto tantas casas quantas forem as casas do multiplicando somadas às do multiplicador. Por exemplo:

	
	2,25
	2 casas decimais
	multiplicando

	x
	3,5
	1 casa decimal
	multiplicador

	
	1125
	
	

	+
	675
	
	

	
	7875
	
	

	
	7,875
	3 casas decimais
	Produto


Divisão de números decimais: Como visto anteriormente, se multiplicarmos tanto o dividendo como o divisor de uma divisão por 10, 100 ou 1000, o quociente não se alterará. Utilizando essas informações poderemos efetuar divisões entre números decimais como se fossem divisões de números inteiros. 
Por exemplo: 3,6÷0,4=?

Aqui, dividendo e divisor têm apenas uma casa decimal, logo multiplicamos ambos por 10 para que o quociente não se altere. Assim tanto o dividendo como o divisor serão números inteiros. Na prática, dizemos que "cortamos" a vírgula. 
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Um outro exemplo: 
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Neste caso, o dividendo tem duas casas decimais e o divisor é um inteiro, logo multiplicamos ambos por 100 para que o quociente não se altere. Assim tanto o dividendo como o divisor serão inteiros.

Exercício: 
Uma pessoa de bom coração doou 35 alqueires paulistas de terra para 700 pessoas. Sabendo-se que cada alqueire paulista mede 24.200 metros quadrados, qual será a área que cada um receberá?
Divisão com o dividendo menor do que o divisor: Vamos considerar a divisão de 0,35 (dividendo) por 7 (divisor). Transforma-se o dividendo, multiplicando-se por 10, 100, para obter 350 décimos, 3500 centésimos, até que o novo dividendo fique maior do que o divisor, para que a divisão se torne possível. Neste caso, há a necessidade de multiplicar por 100.

Assim a divisão de 0,35 por 7 será transformada numa divisão de 35 por 7. Como acrescentamos dois zeros ao dividendo, iniciamos o quociente com dois zeros, colocando-se uma vírgula após o primeiro zero. Isto pode ser justificado pelo fato que se multiplicarmos o dividendo por 100, o quociente ficará dividido por 100.
	35
	7
	
	

	0
	0,05
	
	


Realiza-se a divisão de 35 por 7 para obter 5, concluindo que 0,35/7=35/7 = 0,05.

Divisão de números naturais com quociente decimal: A divisão de 10 por 16 não fornecerá um inteiro no quociente. Como 10 < 16, o quociente da divisão não será um inteiro, assim para dividir o número 10 por 16, montamos uma tabela semelhante à divisão de dois números inteiros.

	10
	16

	
	?


(1) Multiplicando o dividendo por 10, o quociente ficará dividido por 10. Isto justifica a presença do algarismo 0 seguido de uma vírgula no quociente.

	100
	16

	
	0,


(2) Realizamos a divisão de 100 por 16. O resultado será 6 e o resto será 4.

	100
	16

	-96
	0,6

	4
	


(3) O resto 4 corresponde a 4 décimos = 40 centésimos, razão pela qual colocamos um zero (0) à direita do número 4.

	100
	16

	-96
	0,6

	40
	


(4) Dividimos 40 por 16 para obter o quociente 2 e o novo resto será 8.

	100
	16

	-96
	0,62

	40
	

	-32
	

	8
	


(5) O resto 8 corresponde a 8 centésimos = 80 milésimos, razão pela qual inserimos um 0 à direita do número 8. Dividimos 80 por 16 para obter o quociente 5 e o resto igual a 0.

	100
	16

	-96
	0,625

	40
	

	-32
	

	80
	

	-80
	

	0
	


A divisão 10/16 é igual a 0,625. O quociente é um número decimal exato, embora não seja um inteiro.

Comparação de números decimais

A comparação de números decimais pode ser feita analisando-se as partes inteiras e decimais desses números. Para isso, faremos uso dos sinais: > (que se lê: maior); < (que se lê: menor) ou = (que se lê: igual).

Números com partes inteiras diferentes: O maior número é aquele que tem a parte inteira maior. Por exemplo:

(a) 4,1 > 2,76, pois 4 é maior do que 2.

(b) 3,7 < 5,4,  pois 3 é menor do que 5.

Números com partes inteiras iguais: Igualamos o número de casas decimais acrescentando zeros tantos quantos forem necessários. Após esta operação, teremos dois números com a mesma parte inteira mas com partes decimais diferentes. Basta comparar estas partes decimais para constatar qual é o maior deles. Alguns exemplos, são:

(a) 12,4 > 12,31 pois 12,4=12,40 e 40 > 31.

(b) 8,032 < 8,47 pois 8,47=8,470 e 032 < 470.

(c) 4,3 = 4,3    pois 4=4 e 3=3.

Matemática para o Ensino de Pedagogia: Frações e Números decimais (Exercícios)
1. Qual é a alternativa que representa a fração 9/2 em números decimais?

a) 3,333

b) 4,25

c) 5,01

d) 4,5

2. Qual é a alternativa que representa a fração 35/1000 em números decimais?

a) 0,35

b) 3,5

c) 0,035

d) 35

3. Qual é a alternativa que representa o número 0,65 na forma de fração?

a) 65/10

b) 65/100

c) 65/1000

d) 65/10000

4. Observe as frações e suas respectivas representações decimais.

I. 3/1000 = 0,003

II. 2367/100 = 23,67

III. 129/10000 = 0,0129

IV. 267/10 = 2,67

Utilizando as igualdades acima, escolha a alternativa correta?

a) I e II

b) I e IV

c) I, II e III

d) I, II, III e IV

5. Qual é a alternativa que representa a soma dos números decimais 0,65 e 0,15?

a) 0,70

b) 0,77

c) 0,67

d) 1,00

6. Qual é a alternativa que representa a soma 4,013+10,182?

a) 14,313

b) 13,920

c) 14,213

d) 14,083

7. Qual é a alternativa que é igual à subtração do número decimal 242,12 do número decimal 724,96?

a) 48,284

b) 586,28

c) 241,59

d) 482,84

8. Qual é a alternativa que representa a subtração 3,02-0,65?

a) 2,37

b) 3,37

c) 1,32

d) 23,7

9. Associar o número 15,435 à alternativa que o representa:

a) Quinze inteiros e quatrocentos e trinta e cinco centésimos

b) Cento e cinquenta e quatro e trinta e cinco centésimos

c) Quinze inteiros e quatrocentos e trinta e cinco milésimos

10. Assinalar a alternativa com a resposta da adição 4/7+2/7:

a) 5/7

b) 6/14

c) 7/6

d) 6/7

11. Cada área colorida em cada círculo representa uma fração de um inteiro.
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Qual alternativa representa a soma destas frações?

a) 5/8

b) 7/8

c) 9/8

12. 8/7

13. Qual é a fração que representa a parte colorida na figura?
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a) 3/2

b) 6/1

c) 5/6

d) 6/5

14. Associar as frações 3/2, 9/2 e 1/2 com as letras, segundo os seus devidos lugares na reta numerada.
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a) A = 1/2, B = 9/2, C = 3/2

b) A = 9/2, B = 3/2, C = 1/2

c) A = 3/2, B = 1/2, C = 9/2

15. Qual das faixas em azul, na tabela representa a fração 5/10?

	a) 
	 
	 
	 
	 

	b) 
	 
	 
	 
	 

	c) 
	 
	 
	 
	 


16. Qual é a fração mais simples que equivale a 14/21?

17. Qual das alternativas representa a subtração 8/9-6/9?

a) -2/9

b) 2/9

c) 14/9

d) 1/4

18. Cada área colorida em cada círculo representa uma fração de um inteiro.
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Qual é a alternativa que representa a diferença destas frações indicada na figura?

a) 1/2

b) 3/4

c) 1/4

d) 4/4

19. Usando uma folha de papel ou um caderno, realizar as operações indicadas abaixo e confirmar as respostas indicadas.

a) 3,9 × 8,2 = 31,98

b) 2,315 × 6 = 13,89

c) 26,45 : 5 = 5,29

d) 58,24 : 2 = 29,12

e) 4/5 × 3 × 7 = 12/35

f) 6/7 × 5/3 = 10/7

g) 2/5 : 8/7 = 7/20

h) 7/9 : 3/16 = 112/27

20. Qual alternativa representa a dízima periódica 0,555... ?

a) 5/3

b) 5/2

c) 5/4

d) 5/9

21. Qual é a dízima periódica representada pela fração 10/3?

a) 0,333...

b) 1,111...

c) 3,0303...

d) 3,333...

22. Escrever a fração 5/3 na forma de um número decimal.

a) 1,666...

b) 1,6060...

c) 1,0606...

d) 2,1010...

23. Após observar as desigualdades, indique qual é a alternativa correta.

I. 10,001<9,99

II. 2,09>1,9

III. 9,01<0,901

a) I e II estão certas

b) II está errada

c) I e III estão erradas

d) Todas estão erradas
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