Capítulo iv


Receitas do Segundo Grau
“Triunfante e ilustre professor Bháskara cujas importantes realizações são reverenciadas pelos sábios e eruditos. Um talentoso poeta com fama e mérito religioso. Ele é como a crista de um pavão”. (Inscrição medieval em um templo indiano)
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As referências mais antigas sobre a resolução de problemas envolvendo equações do segundo grau foram encontradas em textos babilônicos escritos há cerca de 4.000 anos atrás. 
Embora os babilônios tivessem conseguido resolver muitos problemas matemáticos envolvendo equações quadráticas, cada problema era resolvido para aquele caso particular e sua solução era uma espécie de receita prática, que não especificava nem a sua fórmula geral (se houvesse), nem o modo como a solução tinha sido obtida. Embora essas "receitas", quando aplicadas a problemas do segundo grau, conduzissem de forma natural à dedução da fórmula de Bhaskara, os antigos babilônios não chegaram a generalizar tais "receitas". 

Na Grécia, as equações de segundo grau eram resolvidas por meio de construções geométricas.

No século XII d.C., Bhaskara (1114-1185), em duas das suas obras, apresenta e resolve diversos problemas do segundo grau. Antes de Bhaskara, no princípio do século IX d.C., o matemático árabe Al-Khowarizmi, influenciado pela álgebra geométrica dos gregos, resolveu, metodicamente, as equações do segundo grau, chegando à fórmula do modo descrito a seguir. 

Al-Khowarizmi usou dois métodos gerais para resolver equações quadráticas da forma 
[image: image189.png]Bhaskara




Um dos métodos de Al-Khowarizmi constituía-se em construir um quadrado de lado x e, sobre esse lado, para o exterior do quadrado, constrói-se um retângulo de lados x e 
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	              Completa-se a figura, construindo em cada um dos quatro cantos um quadrado de lado igual a 
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. Então a área do quadrado maior é: 
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	             Resolvendo o produto notável, temos;
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             Somando 
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 a ambos os membros da equação
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, temos:
[image: image8.wmf]4

4

.

2

2

2

p

q

p

x

p

x

+

=

+

+


	[image: image9.png]sl

i

B

B

B

B

B

B






O primeiro membro é um trinômio quadrado perfeito, que pode ser reduzido em 
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O nome de Bhaskara relacionado a esta fórmula aparentemente só ocorre no Brasil. Não encontramos esta referência na literatura internacional. A nomenclatura, “fórmula de Bhaskara” não é adequada, pois problemas que recaem numa equação do segundo grau já apareciam quase quatro mil anos antes, em textos escritos pelos babilônios, nas tábuas cuneiformes. Nesses textos o que se tinha era uma receita, escrita em prosa, sem uso de símbolos matemáticos, que ensinava como proceder para determinar as raízes em exemplos concretos, quase sempre ligados a relações geométricas.
A título de curiosidade temos abaixo a dedução moderna da “fórmula de Bhaskara” para equações do segundo grau do tipo a.x2 + b.x + c = 0
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Equação do Segundo Grau

Definição: Toda equação representada na forma 
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 com a ( 0 é chamada de equação de 2º grau.
Exemplos:
	a) 
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	b) 
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	c) 
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	d) 
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	e) 
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	f) 
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Resolução de equações do Segundo grau
Temos sempre que lembrar que resolver uma equação na variável x significa determinar o valor de x que satisfaça a equação dada.
No caso de uma equação de 2º grau do tipo 
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, os valores de x que satisfazem esta equação são chamados de raízes da equação e são obtidos pela “Fórmula de Bhaskara”.
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Podemos optar por calcular os valores que estão dentro da raiz quadrada separadamente, então dizemos b2 – 4ac = 
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 (lê-se, Delta ou Discriminante). 

A fórmula fica: 
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Uma equação de 2º grau pode ter duas soluções, uma solução ou nenhuma.

Se  
[image: image25.wmf]D

 > 0, teremos duas raízes reais e diferentes

Se  
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 = 0, teremos duas raízes reais e iguais;

Se  
[image: image27.wmf]D

 < 0, não teremos raízes reais.

Tipos de equações do Segundo grau

· Equações Completas
Quando a equação apresentar todos os coeficientes a, b e c, a equação é denominada equação completa do segundo grau.

Neste caso, o melhor método para a determinação das raízes da equação é utilizar a “Fórmula de Bhaskara” descrita acima.

Toda equação de 2º grau pode ser resolvida com a utilização desta fórmula. Portanto devemos começar a resolver uma equação de 2º grau identificando os coeficientes a, b e c.
Exemplo Resolvido

Ex 1: Calcule as raízes da equação 
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. Coeficientes: a = 1, b = - 4 e c = 3, substituindo esses valores na fórmula, temos:
	Cálculo pela Formula
	Cálculo pelo Delta
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· Equações Incompletas
Quando uma equação do segundo grau apresentar o coeficiente b = 0, o coeficiente c = 0 ou os dois coeficientes iguais a zero, dizemos que a equação é incompleta.
Exemplo:

	a) 
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	c) 
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Embora as soluções de equações incompletas também posam ser feita pela fórmula, existem para elas métodos mais simples de solução. Vejamos:

1st. Caso: Quando c = 0

A equação é do tipo 
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. A variável x é um fator comum, portanto podemos colocá-la em evidência: 
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Neste caso as raízes da equação são: 
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Exemplo Resolvido

Ex 2: Calcule as raízes da equação 
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Solução: Como c = 0, então:

x1 = 0
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Logo as raízes da equação são: x1 = 0 e x2 = 2

2nd. Caso: Quando b = 0

A equação é do tipo 
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. Isolando a variável x no primeiro membro, obtemos; 
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Exemplo Resolvido

Ex 3: Calcule as raízes da equação 
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Solução:


[image: image45.wmf]5

25

4

100

0

100

4

2

2

±

=

Þ

±

=

Þ

=

Þ

=

-

x

x

x

x


Logo as raízes da equação são: x1 = 5 e x2 = -5
3rd. Caso: Quando c = 0 e b = 0
A equação é do tipo 
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. Neste caso as raízes da equação serão 
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Exemplo Resolvido

Ex 4: Calcule as raízes da equação 
[image: image49.wmf]0

4

2

=

x


Solução:
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Exercícios de Aplicações
1. Calcule as raízes das seguintes equações do segundo grau:
	a) 
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	c) 
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	i) 
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	j) 
[image: image60.wmf](

)

(

)

9

3

6

4

2

3

2

-

=

+

-

-

-

x

x

x



	k) 
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	m) 
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	n) 
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	o) 
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	t) 
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	u) 
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2. Duas torneiras enchem um tanque em 6 horas. Sozinha, uma delas gasta 5 horas mais que a outra. Determine o tempo que uma delas leva para encher esse tanque isoladamente.
3. Sejam x’ e x’’ as raízes da equação 10x2 + 33x - 7 = 0. O número inteiro mais próximo do número 5x’.x’’ + 2(x’ + x’’) é:
4. Num jantar de confraternização, seria distribuído, em partes iguais, um prêmio de R$ 24.000,00 entre os convidados. Como faltaram 5 pessoas, cada um dos presentes recebeu um acréscimo de R$ 400,00 no seu prêmio. Quantas pessoas estavam presentes nesse jantar?
5. A distancia entre Quatiguá e Curitiba é de aproximadamente 300 km. Para cobrir essa distancia, a uma certa velocidade, um carro levou x horas. Sabe-se que a mesma distancia seria percorrida em duas horas a menos se o carro aumentasse 40 km/hora a sua velocidade média. Sabendo que 
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, qual o tempo x de horas que o carro gastou para percorrer os 300 quilômetros?
6. Em agosto de 2000, Zuza gastou R$ 192,00 na compra de algumas peças de certo artigo. No mês seguinte, o preço unitário desse artigo aumentou R$ 8,00 e, com a mesma quantia que gastou em agosto, ele pode comprar duas peças a menos. Qual o preço, em setembro, de cada artigo?
7. Um número de dois algarismos é tal que, trocando-se a ordem dos seus algarismos, obtém-se um número que o excede de 27 unidades. Determine esse número, sabendo-se que o produto dos valores absolutos dos algarismos é 18.
8. Uma pessoa, em seu antigo emprego, trabalhava uma quantidade de x horas por semana e ganhava R$ 60,00 pela semana trabalhada. Em seu novo emprego, essa pessoa continua ganhando os mesmos R$ 60,00 por semana. trabalha, porém 4 horas a mais por semana e recebe R$ 4,00 a menos por hora trabalhada. O valor de x é:
9. [image: image188.png]


O primeiro homem-bala, disparado por um canhão que atravessou uma arena e caiu em uma rede, foi um dos irmãos Zacchini, de uma famosa família italiana de artistas de circo, em 1922. Para criar mais suspense, aumentaram gradativamente a altura e a distância do vôo até que, por volta de 1940, Emanuel Zacchini foi lançado por cima de três rodas-gigantes, percorrendo horizontalmente 69 metros. A figura acima mostra a trajetória descrita pelo homem-bala, em que a origem (0,0) do plano cartesiano (x, y) encontra-se no ponto de partida. Considere que o homem-bala foi lançado com uma velocidade de intensidade v e que a única força que atua sobre ele é a força da gravidade. Considere ainda que as componentes horizontal e vertical da velocidade no momento do lançamento são, respectivamente, vx = vy = 10 m/s, que g = 10 m/s2 e que a trajetória do homem-bala possa ser descrita pela equação. 
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 determine a distancia que o homem-bala atinge horizontalmente a partir do ponto de lançamento.
10. A soma dos valores de m para os quais x = 1 é raiz da equação x2 + (1 + 5m - 3m2)x + (m2 + 1) = 0 é igual a.

11. Na Guerra do Iraque, as forças invasoras lançavam mísseis para atingir o inimigo segundo a equação 
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. Determine depois de quanto tempo o míssil atinge o solo.

12. Oscar arremessa uma bola de basquete cujo centro segue uma trajetória plana vertical de equação 
[image: image78.wmf]0
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 na qual os valores de x é dado em metros. Oscar acerta o arremesso e o centro da bola passa pelo centro da cesta que está a 3 metros de altura. Determine a distancia do centro da cesta a reta y.
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13. Num congresso havia 50 pessoas entre homens e mulheres. Descubra quantos homens e quantas mulheres estavam presentes, sabendo que o produto das quantidades dos dois grupos é 621 e que a quantidade das mulheres é maior que a quantidade dos homens. Resposta: 27 mulheres e 23 homens.

Função do Segundo Grau
As funções do 2º grau possuem diversas aplicações no cotidiano, principalmente em situações relacionadas à Física envolvendo movimento uniformemente variado, lançamento oblíquo e etc.; na Biologia, estudando o processo de fotossíntese das plantas; na Administração e Contabilidade relacionando as funções custo, receita e lucro; e na Engenharia Civil presente nas diversas construções.
Definição: Dados os números reais a, b e c com a (0 chama(se função do 2º Grau ou Função Quadrática, a função f: IR ( IR definida por  f(x) = ax2 + bx + c.

Exemplos:

· f(x) = 2x2 - x - 3,

· f(x) = x2 – 7x + 12,

· f(x) = -x2 – 2x + 1

· f(x) = 2x2 –3x + 5

· f(x) = -2x2 – 5x

· f(x) = x2

Valor Numérico de uma Função do Segundo Grau
Para se calcular o valor numérico de uma função f(x) = a.x2 + bx + c para xn é dado por f(xn) = a.(xn)2 + b.xn + c.
Exemplo Resolvido
Ex 5: Calcule o valor numérico da função  
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Solução:
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Exercícios de Aplicações
14. Dada a função quadrática 
[image: image82.wmf](
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, determine:

	a) f(1)
	b) f(9)

	c) f(0)
	d) f(-3)


15. Dada a função quadrática 
[image: image83.wmf](

)

24

11

2

+

-

=

x

x

x

f

, determine os valores de x para que:

	a) f(x) = - 4
	b) f(x) = 50

	c) f(x) = 0
	d) f(x) = 14

	e) f(x) = 24
	f) f(x) = - 6 


16. Seja a função 
[image: image84.wmf](
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, determine f(6) + f(3) – f(-2).
17. Gerador é um aparelho que transforma qualquer energia em energia elétrica. Se a potencia P em watts que certo gerador lança num circuito é dada pela relação 
[image: image85.wmf](
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, em que i é a intensidade da corrente elétrica que atravessa o gerador, determine o numero de watts que expressa a potencia P quando i= 3 ampéres.
18. A área de um quadrado é dada em função da medida do lado, ou seja, f(L) = L2. Faça então o que se pede.

a) Calcule f(10)

b) Calcule L tal que f(L) = 256
c) Calcule f(25,3)

19. Uma firma de materiais para escritório determina que o número de aparelhos de fax vendidos no ano x é dado pela função 
[image: image86.wmf](
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 onde  x = 0 corresponde ao ano de 2000,  x = 1 corresponde ao ano de 2001 e assim sucessivamente.

a) O que e quanto f(0) representa? 

b) Determine a quantidade de aparelhos de fax que podem ser vendidos em 2005.
c) Qual a quantidade de aparelhos de fax vendidos em 2008?
Raízes da Função do Segundo Grau

Chama-se zeros ou raízes da função do segundo grau 
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, com a ( 0, os números reais x tais que f(x) = 0.

São os pontos onde o gráfico corta o eixo x.

Então as raízes da função 
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 são as soluções da equação do segundo grau 
[image: image89.wmf]0

2

=

+

+

c

bx

ax

, as quais são dadas pela chamada “fórmula de Bhaskara”.
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Relação entre o valor de delta 
[image: image91.wmf]D

 e as raízes da função do segundo grau.

· Se  
[image: image92.wmf]D

 > 0, teremos duas raízes reais e diferentes

· Se  
[image: image93.wmf]D

 = 0, teremos duas raízes reais e iguais;

· Se  
[image: image94.wmf]D

 < 0, não teremos raízes reais.

Exemplo Resolvido
Ex 6: Calcule as raízes da função 
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Resolução:

Fazendo 
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, e aplicando Bhaskara, temos:
	Cálculo pela Fórmula
	Cálculo pelo Delta
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Logo as raízes da equação são: x1 = 12 e x2 = -20

Ex 7: Calcule as raízes da função 
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Resolução:

Fazendo 
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Logo as raízes da equação são: x1 = 0 e x2 = -2

Gráfico da Função do Segundo Grau

O gráfico da função definida de IR em IR por: 
[image: image103.wmf](
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. É uma curva chamada parábola. Ao observarmos uma montanha russa, podemos visualizar uma parábola.

[image: image104.png]



Ao construir o gráfico de uma função quadrática, notaremos sempre que:
	Se a > 0, a parábola tem a concavidade voltada para cima;
	Se a < 0, a parábola tem a concavidade voltada para baixo;

	[image: image105.png]
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A parábola possui um eixo de simetria, que a intercepta num ponto chamado: vértice. 

Vértice: Toda parábola tem um ponto de ordenada máxima (a < 0) ou um ponto de ordenada mínima (a > 0). A este ponto V (x, y), chamamos de vértice da parábola. É o ponto mais alto ou mais baixo do gráfico.
Para calcular as coordenadas do vértice usamos:
· 
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 Para calcular o valor da abscissa x;

· 
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 Para calcular o valor da ordenada y,

Portanto: 
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Tome Nota

· Podemos calcular o valor da ordenada y do vértice, substituindo na função, o valor da abscissa x encontrado anteriormente e calcular seu valor numérico.
· A fórmula 
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 só é interessante quando você já calculou o valor do delta ou quando o valor do x é na forma de fração.
Exemplo Resolvido

Ex 8: Calcule as coordenadas do vértice da função
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	Para calcular o valor da abscissa x
	Para calcular o valor da ordenada y
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O vértice da parábola é: 
[image: image114.wmf](
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Pontos notáveis do gráfico

Para construir o gráfico da função de 2º grau devemos seguir o mesmo procedimento utilizado para função do primeiro grau, porém é importante você determinar alguns pontos da parábola que facilitarão a construção do gráfico.

( Determinamos as raízes da função;

( Determinamos as coordenadas do vértice;
( Atribuímos a x dois valores menores e dois maiores que o x do vértice e calculamos os correspondentes valores de y.

( Construímos assim uma tabela com os valores encontrados.

( Marcamos os pontos obtidos no plano cartesiano.

( Traçamos o gráfico.
	[image: image115.jpg]





Exemplo Resolvido

Ex 9: Construa o gráfico da função
[image: image116.wmf]3

2

2

-

-

=

x

x

y


Solução:

	Cálculo das raízes
	Cálculo Vértice
	Dois maiores e dois menores que xv
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Resumindo as informações, teremos: O Gráfico.
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Exercícios de Aplicações
20. O valor máximo da função f(x) = - x2 + 240x + 2.000 é: Resposta: 120
21. A função f(x)= x2 - 2x + 1 tem valor mínimo no ponto: Resposta: x = -1
22. Faça o gráfico das seguintes funções do 2º grau:

a) y = x²

b) y = x² - 6x + 7

c) y = x² + 4x + 5

d) y = x² + 6x - 5

23. Determine as raízes e o vértice da parábola.

a) y = x² - 4x + 3

b) y = x²  + 8x - 12

c) y  = ( x - 3 )²
d) f(x) = x2 + 20x – 50

e) f(x) = 2x2 – 24x -15

24. Se x e y são as coordenadas do vértice da parábola y= 3x2 - 5x + 9, então x + y é igual a: Resposta: 
[image: image125.wmf]3
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25. O maior valor que y pode de assumir na expressão y= - x2 + 2x é: Resposta: 1
26. Considere a função f: IR em IR, definida por f(x) = x2 - 2x + 5. Pode-se afirmar corretamente que:

a) Vértice do gráfico de f é o ponto (1; 4);
b) f possui dois zeros reais e distintos;
c) f atinge um máximo para x = 1; (V)

d) Gráfico de f é tangente ao eixo das abscissas.
27. Construa os gráficos das funções abaixo, determinando: as raízes, o vértice e o valor máximo ou mínimo.
	a) 
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	c) 
[image: image128.wmf](

)

6

3

2

+

=

x

x

h




28. Em uma partida de futebol a trajetória da bola ao ser batida uma falta do jogo, é tal que a sua   altura h em metros, varia com o tempo t  em segundos, de acordo com a equação 
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. Então a altura máxima atingida pela bola é o ponto onde a bola começa a descer são: Resposta: 25 m e 5 m
29. Uma folha de papel deverá ter 
[image: image131.wmf]2
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 de texto impresso. As margens superior e inferior devem ter 
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 cada uma e as margens laterais 
[image: image133.wmf]cm
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. Determine as dimensões da folha para que o gasto de papel seja mínimo.
30. Supondo que no dia 5 de dezembro de 1995, o Serviço de Meteorologia do Estado do Paraná tenha informado que a temperatura na cidade de Londrina atingiu o seu valor máximo às 14 horas, e que nesse dia a temperatura f(t) em graus é uma função do tempo "t" medido em horas, dada por 
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, quando 8 < t < 20. Obtenha o valor de b. Resposta: 28
31. A temperatura, em graus centígrados, no interior de uma câmara, é dada por 
[image: image135.wmf](
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, onde t é medido em minutos e A é constante. Se, no instante t = 0, a temperatura é de 10°C, o tempo gasto para que a temperatura seja mínima, em minutos, é: Resposta: 3,5 minutos
32. Um navio desloca-se em uma rota retilínea a uma velocidade constante de 30 km/h. Um torpedo é disparado a 60 km/h. em rota perpendicular ao navio, e deve atingir o centro do navio após seis minutos do disparo. Nessas condições:

a) Construir a função que descreva a distância do centro do navio ao ponto de impacto, em função do tempo, contado a partir do disparo. 
Resposta:D = - 500t + 3.000
b) Construir a função que descreva a distância do torpedo ao ponto de impacto, em função do tempo, contado a partir do disparo.
Resposta: D = - 1.000t + 6.000
c) Construir a função que descreva a distância do torpedo ao centro do navio ao ponto de impacto, em função do tempo, contado a partir do disparo. Resposta: 
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33. Uma imobiliária aluga 180 apartamentos do tipo econômico por R$ 300,00 mensais. Estima-se que, para cada R$ 10,00 de aumento no aluguel, 5 apartamentos ficarão vazios. Que aluguel deverá ser cobrado para se obter prejuízo mínimo. Resposta: R$ 600,00
34. Para uma determinada viagem, foi fretado um avião com 200 lugares. Cada pessoa deve pagar R$ 300,00 mais uma taxa de R$ 6,00 por cada lugar que ficar vago. Qual a receita arrecadada, se compareceram 150 pessoas para a viagem? Resposta: R$ 90.000,00
35. Em uma fábrica, o custo de produção de x produtos é dado por 
[image: image137.wmf]1
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. Sabendo-se que cada produto é vendido por R$ 10,00, determine o número de produtos que devem ser vendidos para se ter um lucro de R$ 44,00. Resposta: 15 produtos
36. Um menino chutou uma bola. Esta atingiu altura máxima de 12 metros e voltou ao solo 8 segundos após o chute. Sabendo que uma função quadrática expressa a altura y da bola em função do tempo t de percurso, esta função é? Resposta: 
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37. Uma bola é chutada para o alto e a variação de sua altura, em relação ao solo, é dada pela equação: 
[image: image139.wmf](
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. Determine a altura máxima que a bola atinge, o tempo gasto para o objeto atingir a altura máxima e em que instante a bola toca o solo novamente. Respostas: 6 metros, 1 minuto, 2 minutos.
38. Um fazendeiro plantou 40 laranjeiras e cada um produz 200 laranjas em média. Pretendendo aumentar o número de laranjeiras, o fazendeiro sabe que cada árvore nova plantada diminuirá, em 4 laranjas, o número médio produzido. Quantas árvores deverão plantar para obter o número máximo de laranjas? Resposta: 10 árvores
39. Em um jogo de futebol foi cometida uma falta frontal ao gol a uma distância de 36 m. Para a cobrança da falta o juiz montou uma barreira de cinco jogadores, todos com 1,80 m de altura, e posicionou-os a 9 m da bola. Entretanto, logo após o apito do árbitro para a cobrança da falta, a barreira deslocou-se em direção à bola a uma velocidade de 10 cm/s, e o jogador que cobrou a falta só chutou a bola 10 s depois de o árbitro ter apitado. Sabendo-se que a baliza mede 2,44 m de altura e que a falta foi cobrada segundo a trajetória de uma parábola representada pela função 
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, pergunta-se: Qual dentre as narrações a seguir melhor representa a situação, após a cobrança da falta? Justifique.

a) Situação I (Vai ser cobrada a falta, começa a vibrar a torcida, correu o jogador, chutou e é gol. Golaço!

b) Situação II (Tudo pronto para a cobrança, autoriza o juiz, a torcida está impaciente...  Chutou o jogador. No pau! Que susto! Sensacional a batida no travessão! (V)
c) Situação III ( O estádio é uma só emoção! Corre o jogador, atira e a bola encobre o goleiro. Por cima do travessão... e a torcida faz huuuuuuuuuuuum...

d) Situação IV ( Tudo pronto para a cobrança, autoriza o juiz, que demora... Chutou mal: direto na barreira!
40. O menor valor que y pode de assumir na expressão 
[image: image141.wmf]40
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 é: Resposta: 10
41. Um psicólogo constatou que a capacidade de aprendizagem depende da idade e pode ser medida por 
[image: image142.wmf]÷
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, onde t se refere à idade da pessoa em anos. A capacidade de aprendizagem começa a decrescer a partir de qual idade? Resposta: 20
42. Um certo reservatório, contendo 72 m³ de água, deve ser drenado para limpeza. Decorridas t horas após o início da drenagem, o volume de água que saiu do reservatório, em m3, é dado por 
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. Sabendo-se que a drenagem teve início às 10 horas, o reservatório estará completamente vazio às: Resposta: 16 horas
43. Uma experiência realizada numa universidade Italiana demonstrou que uma pedra lançada verticalmente para cima, com velocidade inicial de 20 m/s, desde uma altura de 25 m acima da superfície do chão, descreve um movimento regido pela equação 
[image: image144.wmf]25
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 em que é a altura atingida pela pedra, em metros e t é o tempo, em segundos.

a) Depois de quanto tempo a pedra cai no chão? Resposta: Depois de 5 segundos
b) Qual a altura máxima atingida pela pedra nesta experiência? Resposta: 45 metros
c) Os cientistas descobriram que, se essa experiência fosse realizada na Lua, a pedra descreveria um movimento de equação 
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 e, se a experiência fosse realizada em Júpiter, a equação seria 
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. Qual seria a altura máxima atingida pela pedra na Lua e em Júpiter? Resposta: na Lua a pedra atingirá 150 m e em Júpiter atingirá 33 m
44. Para inaugurar uma linha reta de estrada de ferro, dois trens sairão às 8 horas da manhã, um de cada cidade, e se encontrarão num ponto da estrada exatamente ao meio dia, onde pararão e será servido um drinque especial nos dois trens. Suponha que a distância de um dos trens, desde a cidade A, seja dada pela função 
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 e que a distância do outro trem, desde a cidade B, seja dada pela função 
[image: image148.wmf]t
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, onde S1 e S2 são as distâncias em quilômetros, t é o tempo em horas e 504 é a distância entre as cidades A e B. A que distância de cada cidade os dois trens se encontrarão? Resposta: Os trens se encontrarão a 232 km de uma cidade e a 272 km da outra cidade.
45. A temperatura, em graus centígrados, no interior de uma câmara, é dada por 
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, onde t é medido em minutos e A é constante. Se, no instante t = 0, a temperatura é de 10°C, determine o tempo gasto para que a temperatura seja mínima. Resposta: 3,5 minutos
Função do Segundo Grau na Economia
As funções podem ser aplicadas em quase tudo que fazemos em nosso dia a dia, agora veremos alguns casos de aplicações da função do segundo grau em Administração e Economia. Enfatizaremos a função custo, função receita e a função lucro que estão relacionadas aos fundamentos administrativos de qualquer empresa.
Função Custo total

Seja q a quantidade produzida de um produto. O custo total depende de q e à relação entre eles chamamos função Custo Total (e indicamos por CT). Verifica-se que, em geral, existem alguns custos que não dependem da quantidade produzida, tais como seguros, aluguel, etc. À soma desses custos, que independem da quantidade produzida, chamamos Custo Fixo (e indicamos por CF). À parcela de custos que depende de q chamamos Custo Variável (e indicamos por CV). Desta forma, podemos escrever: 
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Função Receita total

Suponhamos agora que q unidades do produto sejam vendidas. A receita de vendas depende de q e a função que relaciona receita com quantidade é chamada função receita (e indicada por R). Na maioria das vezes, o preço unitário (p) varia com a quantidade demandada, sendo p = f(q). Assim, a receita total pode ser expressa através da função demanda como: 
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Função Lucro total

Chama-se função lucro total (e indica-se por L) a diferença entre a função receita e a função custo total, isto é: 
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Na Economia, empregam-se, muitas vezes, polinômios para representar estas funções. 
O interesse básico é achar o lucro. Devem ser determinados os intervalos onde o lucro é positivo, por isso precisamos conhecer as raízes da função lucro total.
Outro problema é achar o lucro máximo.
Para polinômios de 2º grau, será suficiente determinar o vértice da parábola.
Quando a parábola tiver a concavidade voltada para baixo a abscissa do vértice será o ponto de máximo e a ordenada do vértice será o valor máximo.
Quando a parábola tiver a concavidade voltada para cima à abscissa do vértice será o ponto de mínimo e a ordenada do vértice será o valor mínimo. 
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Para calcular os pontos de máximos ou mínimos usamos as coordenadas do vértice já estudadas anteriormente.

· 
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 Para calcular o valor da abscissa x;

· 
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 Para calcular o valor da ordenada y.

Exemplo Resolvido

Ex 10: O dono de uma pizzaria verificou que, quando o preço unitário de cada pizza era de R$ 14,00 o número de pizzas vendidas era 170 por semana. Verificou também quando preço passava para R$ 11,00 a quantidade vendida era de 200 unidades. Assim sendo sua função demanda é p = - 0,1q + 31. (Considere o custo de uma pizza de R$ 7,00). Determine:
a) A função Receita;

b) A função Lucro;

c) Qual é a quantidade vendida que maximizar o lucro semanal. 

d) Qual o lucro máximo da pizzaria?

e) Qual o preço que maximiza o lucro?

 Solução:

a) A função Receita
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b) A função lucro.
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c) Qual é a quantidade vendida que maximizar o lucro semanal.
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d) Qual o lucro máximo da pizzaria?
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e) Qual o preço que maximiza o lucro?
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Exercícios de Aplicações
46. Num parque de diversões A, quando o preço de ingresso é R$ 10,00, verifica-se que 200 freqüentadores comparecem por dia; quando o preço é R$ 15,00, comparecem 180 freqüentadores por dia. Admitindo que o preço (p) relaciona-se com o número de freqüentadores por dia (x) através de uma função do 1º grau, obtenha essa função. Num outro parque B, a relação entre p e x é dada por 
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. Qual o preço que deverá ser cobrado para maximizar a receita diária? Resposta: 40 reais
47. Uma mercearia anuncia a seguinte promoção: "Para compras entre 100 e 600 reais compre (x + 100) reais e ganhe (
[image: image163.wmf]10

x

)% de desconto na sua compra". Qual a maior quantia que se pagaria à mercearia nesta promoção? Resposta: 302,50
48. Um ônibus de 40 lugares transporta diariamente turistas de um determinado hotel para um passeio ecológico pela cidade. Se todos os lugares estão ocupados, o preço de cada passagem é R$ 20,00. Caso contrário, para cada lugar vago será acrescida a importância de R$ 1,00 ao preço de cada passagem. Assim, o faturamento da empresa de ônibus, em cada viagem, é dado pela função 
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, onde x indica o número de lugares vagos (0 ( x ( 40). Determine

a) Quantos devem ser os lugares vagos no ônibus, em cada viagem, para que a empresa obtenha faturamento máximo; Resposta: 10 lugares vagos

b) Qual é o faturamento máximo obtido em cada viagem. Resposta: R$ 900,00
49. (PUC-SP-03) Ao levantar dados para a realização de um evento, a comissão organizadora observou que, se cada pessoa pagasse R$ 6,00 por sua inscrição, poderia contar com 460 participantes, arrecadando um total de R$ 2.760,00. Entretanto, também estimou que, a cada aumento de R$ 1,50 no preço de inscrição, receberia 10 participantes a menos. Considerando tais estimativas, para que a arrecadação seja a maior possível, o preço unitário da inscrição em tal evento deve ser, em reais: Resposta: R$ 37,50
50. Usando uma unidade monetária conveniente, o lucro obtido com a venda de uma unidade de certo produto é 
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, sendo x o preço de venda e 10 o preço de custo. A quantidade vendida, a cada mês, depende do preço de venda e é, aproximadamente, igual a 
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. Nas condições dadas, o lucro mensal obtido com a venda do produto é, aproximadamente, uma função quadrática de x, cujo valor máximo, na unidade monetária usada, é: Resposta: 900
51. O preço de ingresso numa peça de teatro (p) relaciona-se com a quantidade de freqüentadores (x) por sessão através da relação; 
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.
a) Qual a receita arrecadada por sessão, se o preço de ingresso for R$ 60,00? Resposta: R$ 12.000,00
b) Qual o preço que deve ser cobrado para dar a máxima receita por sessão? Resposta: R$ 50,00

52. (UFSM) Um laboratório testou a ação de uma droga em uma amostra de 720 frangos. Constatou-se que a lei de sobrevivência do lote de frangos era dada pela relação 
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, onde v(t) é o número de elementos vivos no tempo t (meses). Sabendo-se que o último frango morreu quando t = 12 meses após o início da experiência, a quantidade de frangos que ainda estavam vivos no 10( mês é: Resposta: 220
53. (UNIRIO) Em uma fábrica, o custo de produção de x produtos é dado por 
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. Sabendo-se que cada produto é vendido por R$ 10,00, o número de produtos que devem ser vendidos para se ter um lucro de R$ 44,00 é: Resposta: 15
54. Uma empresa de turismo promove um passeio para n pessoas, com 10 ( n ( 70, no qual cada pessoa paga uma taxa de (100 - n) reais. Nessas condições, o dinheiro total arrecadado pela empresa varia em função do número n. Qual é a maior quantia que a empresa pode arrecadar? Resposta: R$ 2.500,00
55.  (UFPE-02) Suponha que o consumo de um carro para percorrer 100 km com velocidade de x km/h seja dado por 
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. Para qual velocidade este consumo é mínimo? Resposta: 50km/h
56. O custo C, em reais, para se produzir n unidades de determinado produto é dado por: 
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. Quantas unidades deverão ser produzidas para se obter o custo mínimo? Resposta: 50 unidades
57. O lucro de uma empresa é dado por 
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 onde x é o número de unidades vendidas. Para que valor de x é obtido o lucro máximo? Resposta: 6 unidades
58. (UFPE-00) Um caminhoneiro transporta caixas de uvas de 15 kg e caixas de maçãs de 20 kg. Pelo transporte, ele recebe R$ 2,00 por caixa de uvas e R$ 2,50 por caixa de maçãs. O caminhão utilizado tem capacidade para transportar cargas de até 2.500 kg. Se são disponíveis 80 caixas de uvas e 80 caixas de maçãs, quantas caixas de maçãs ele deve transportar de forma a receber o máximo possível pela carga transportada? Resposta: 65
59. Um comerciante compra peças diretamente do fabricante ao preço de R$ 720,00 a caixa com 12 unidades. O preço de revenda sugerido pelo fabricante é de R$ 160,00 a unidade. A esse preço o comerciante costuma vender 30 caixas por mês. Contudo, a experiência tem mostrado que a cada R$ 5,00 que dá de desconto no preço sugerido, ele consegue vender 3 caixas a mais. Por quanto deve vender cada peça para que seu lucro mensal seja máximo? Resposta: R$ 135,00
60. (UERJ-02) Um fruticultor, no primeiro dia da colheita de sua safra anual, vende cada fruta por R$ 2,00.A partir daí, o preço de cada fruta decresce R$ 0,02 por dia. Considere que esse fruticultor colheu 80 frutas no primeiro dia e a colheita aumenta uma fruta por dia.

a) Expresse o ganho do fruticultor com a venda das frutas como função do dia de colheita. Resposta: 0,02n2 + 0,4n +160
b) Determine o dia da colheita de maior ganho para o fruticultor. Resposta: 10º dia
61. Uma bala é atirada de um canhão. A trajetória da bala descreve uma parábola de equação: 
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 (onde x e y são medidos em hectômetros). 

a) Determine, em metros,  a altura máxima atingida pela bala. Resposta: 25 metros
b) Na horizontal, quantos metros a bala percorreu para atingir a altura máxima?

c) Calcule, em metros, o alcance do disparo. Resposta: 50 metros
62. Uma microempresa, no seu segundo ano de funcionamento, registrou um lucro de R$ 28 mil, o que representou um acréscimo de 40% sobre o lucro obtido no seu primeiro ano de existência. No quarto ano, o lucro registrado foi 20% inferior ao do segundo ano. Considerando apenas esses três registros e representando por x o tempo de existência da empresa, em anos, pode-se modelar o lucro L(x) - em múltiplos de R$ 1.000,00 - obtido nos 12 meses anteriores à data x, por meio de uma função polinomial do segundo grau da forma 
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. Os coeficientes a, b e c desse polinômio são unicamente determinados a partir das informações acima, em que L(1), L(2) = 28 e L(4) representam os lucros da empresa no primeiro, no segundo e no quarto anos, respectivamente. Uma vez encontrado esse polinômio, o modelo permite inferir se houve lucro (ou prejuízo) em datas diferentes daquelas registradas, desde que se considere x (1. Com base nas informações e no modelo polinomial acima, julgue os itens seguintes.

a) O lucro da empresa no quarto ano foi de R$ 24 mil. (F)

b) No plano de coordenadas xOy, o gráfico da função L é parte de uma parábola de concavidade voltada para baixo. (V)

c) O lucro obtido pela empresa no terceiro ano foi maior que o registrado no segundo ano. (V)

d) O lucro máximo (anual) alcançado pela empresa foi registrado durante o primeiro trimestre do terceiro ano. (F)

e) A empresa não apresentou prejuízo durante os 5 primeiros anos. (V)

63. A equação de demanda e de custo de um produto estão representadas respectivamente por 
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, obtenha:

a) A correspondente função receita; Resposta: R(x) = 20x – x2 

b) A quantidade demandada que maximize a receita; Resposta: 10
c) A receita máxima; Resposta:100,00
d) A correspondente função lucro; Resposta: L(x) = – x2 +18x – 17;

e) A quantidade demandada que maximize o lucro; Resposta: 9 unidades
f) O lucro máximo; Resposta: 64,00
g) Obtenha os pontos de equilíbrio entre a receita e o custo. Resposta: (17, 1)
64. O custo para a produção de x unidades é dado por 
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. Calcule o valor do custo mínimo e qual a quantidade que propicia este custo mínimo. Resposta: 20 unidades. R$ 1.200,00
65. O dono de uma casa de espetáculos observou que o número de freqüentadores estava relacionado com o preço cobrado pelo ingresso. Fazendo um estudo chegou a conclusão que a relação ficava bem representada pela expressão, 
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. Sabendo-se que x é o número de clientes e p é o preço, responda:

a) Qual o preço que o empresário deverá cobrar para obter a máxima receita? Resposta: R$ 6,00
b) A casa suporta até 600 pessoas. Para se obter a máxima receita é interessante ter a casa cheia com toda a sua capacidade? Resposta: não
c) Se o custo total é dado por 
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, calcule o número ótimo de clientes para se realizar um espetáculo nestas condições. Resposta: 417 clientes
66. Um comerciante compra secador de cabelo por R$ 15,00 e os revende a R$ 28,00. A quantidade vendida nestas condições é de 500 unidades por mês. Pretendendo aumentar suas vendas, faz uma promoção, oferecendo os secadores por R$ 23,00 a unidade. Tendo vendido 700 secadores no mês da promoção, obtenha:

a) A equação de demanda, supondo-a linear. Resposta: p = – 0,0025x + 40,5

b) O preço que deve ser cobrado para maximizar o lucro. Resposta: R$ 27,75
67. A equação de demanda de um bem é dada por 
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, onde p é o preço e x a quantidade e 
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 é o custo. Pede-se:
a) A função receita e o gráfico; Resposta: R(x) = -x2 + 10x

b) A função lucro e gráfico; Resposta: - x2 + 8x - 20

c) O valor de x que maximiza a receita; Resposta: x = 5

d) O valor de x que maximiza o lucro. Resposta: x = 4

68. Uma companhia de diligências observou que, quando o preço de um bilhete é R$ 10,00, 30 pessoas compram passagens; mas, quando o preço é R$ 24,00 são vendidas apenas 9 passagens. Considerando o custo da viagem em 
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, determine:

a) A função receita; Resposta: R(x) = 
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b) A função lucro; Resposta: 
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c) O valor de x que maximiza a receita; Resposta: x = 22,5
d) O preço que maximiza o lucro. Resposta: x = 17
e) O valor do lucro máximo.
69. Uma companhia de televisão a cabo estima que com x milhares de assinaturas, o faturamento e o custo mensal são: [image: image185.wmf](
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. Encontre o número de assinantes para o qual o faturamento é igual ao custo, ou seja, o ponto de lucro zero. Resposta: 72 mil ou 126 mil.

70. Suponha que 
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 seja a função receita de uma empresa e x o número de unidades vendidas. Calcule para qual quantidade vendida a receita é máxima e qual a receita máxima. Resposta: x = 50 e y = R$ 2.500,00
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